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Resumen

En este trabajo, se estudia una generalizacion de algunos tipos de funciones
b-abiertas y b-cerradas, usando la nocién de operadores asociados a una topologia.
Luego, utilizando las nociones de operaciones, ideal y colecciones cualesquiera de
subconjuntos de un conjunto X no vacio, se estudia una nueva clase de funciones

que generalizan las nociones antes mencionadas.



Introduccién

En topologia general, basicamente se estudia la estructura de los espacios to-
polégicos y las funciones continuas entre estos. En la formulacién y estudio de las
propiedades asociadas a un espacio topoldgico abstracto, asi como también de las
funciones continuas, juegan un papel preponderante los conjuntos abiertos. También
entran en juego los conjuntos cerrados, pero estos pueden verse como los duales de
los conjuntos abiertos con respecto a las operaciones conjuntistas de complementa-
ci6én, unién e interseccién. En el afio 1979, Kasahara [16] introduce el concepto de
operador asociado a una topologia, lo que permite definir nuevas clases atin mas abs-
tractas de conjuntos e introducir propiedades topolégicas generalizadas, derivadas
de las nociones clasicas. En esta misma direccién, Ogata [21] introduce la nocién
de conjuntos vy-abiertos para un operador 7 asociado a una topologia 7 sobre un
conjunto X. Posteriormente, Cséaszar [10 [I2] también propone para ciertas clases
de operadores 7, una variante de la nocién de conjunto y-abierto que engloba la no-
ci6n de conjunto y-abierto dada por Ogata. En el afio 1993, Raychaudhuri et al. [24]
introducen los conjuntos d-preabiertos que son una clase mas amplia que la de los
conjuntos abiertos de un espacio. En el ano 1996, Andrijevic [1] presenta una nueva
clase de conjuntos abiertos generalizados denominados conjuntos b-abiertos, los cua-
les permitieron obtener nociones generalizadas de ciertas propiedades topoldgicas y
diversas formas de continuidad.

Este trabajo consta de tres capitulos, los cuales se encuentran estructurados
como se muestra a continuaciéon. En el primer capitulo, se encuentran algunas nocio-
nes de conjuntos y conceptos topoldgicos de la topologia clasica, asi como también
nociones de continuidad y funciones abiertas via conjuntos b-abiertos y d-preabiertos
tratadas en [4, [7, [15]. En el segundo capitulo, se extenderan los resultados obtenidos
en [4,[7,15], tratados en el capitulo 1, empleando los nociones de operador asociado y
una variante generalizada de la nocién de conjunto y-abierto dada por Csaszar [10].

En el dltimo capitulo, utilizando las nociones de operaciones [14] e ideal topolégico



[20], y colecciones pu, p' cualesquiera de subconjuntos de un conjunto X no vacio,
se introducen y estudian nuevas nociones de continuidad y funciones abiertas, las
cuales permiten exhibir que todos los resultados de continuidad y funciones abiertas
tratados en los capitulos anteriores son casos particulares de estas nuevas nocio-
nes topologicas. Ademads, se obtienen algunos resultados de los cuales se presentan

algunas aplicaciones usando estructuras minimales y topologias generalizadas.



Capitulo 1
PRELIMINARES

En este capitulo se describe en forma general los elementos bésicos estricta-
mente necesarios para el desarrollo de este trabajo, se presentan ademés algunos
hechos relevantes relativos a las distintas relaciones existentes entre estos, que seran
empleados a lo largo de los capitulos venideros. En su debida oportunidad, se dan
ciertas citas respecto a las referencias bibliograficas en donde se puede ahondar en

mayores detalles sobre las nociones y resultados aqui tratados.

1.1. Preliminares sobre espacios topolégicos

En esta seccién se introduce la nocién clésica de espacios topoldgicos y ciertas
nociones de funciones y conjuntos asociados a la misma. Para mas detalles de las

definiciones y propiedades presentadas en esta seccién se puede consultar [4) [7].

Definicién 1.1 Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T de subcon-

juntos de X con las siguientes propiedades:
s ) y X estdn en T.
= La union de los elementos de cualquier subcoleccion de T estd en T.

= La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T estd en

T.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia 7 se llama espacio
topolégico y se denota (X, 7).
Si (X, 7) es un espacio topolégico y U es un subconjunto de X, se dice que

U es:

= Un conjunto abierto si U € 7.



» Un conjunto cerrado si X \ U € 7.
= Un conjunto clopensiU e 7y X \U € 7.

Definicién 1.2 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, se define el interior de

A denotado por int(A) como:
int(A) = fU:UCAyU e}

Teorema 1.1 Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Entonces para cualquier

x € X, x€int(A) siy solo si existe un conjunto abierto U tal que x € U C A.

Definicién 1.3 Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X, se define la clausura de

A denotada por cl(A) como:
dA(A)=({F:ACFyX\Fer}

Teorema 1.2 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces para cualquier
x € X, x€cl(A) siy sdlo si para todo conjunto abierto U tal que x € U, se cumple

que UN A # (.

Definicién 1.4 Sea (X, 7T) un espacio topolégico y A C X. Un punto x € X se
llama un punto 6-clausura de A si cl(U) N A # () para cada conjunto abierto U tal
que x € U.

El conjunto de todos los puntos 0-clausura de A se denomina la 0-clausura
de A y se denota por clg(A). Si A = clg(A), entonces A se denomina un conjunto

0-cerrado. El complemento de un conjunto 0-cerrado se denomina 0-abierto.

Definicién 1.5 Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Un punto x € X se
llama un punto O-interior de A si existe un conjunto abierto U tal que x € U C
cd(U) C A.

El conjunto de todos los puntos O-interior de A se denomina el @-interior de

A y se denota por inte(A).



Lema 1.1 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 1), entonces:
(1) X \intg(A) = clp(X \ A).
(2) X\ clg(A) = inte(X \ A).
(3) A es 0-abierto si y sdlo si A = inty(A).
(4) clg(A) es un conjunto cerrado pero no necesariamente un conjunto 0-cerrado.

Definicién 1.6 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que X es un espacio re-
gular si para cada conjunto cerrado B y cada x ¢ B, existen conjuntos abiertos

disjuntos U y 'V tales que x e U y B C V.

Definicién 1.7 Un subconjunto A de un espacio topolégico (X, 1) se dice:
(1) b-abierto si A C cl(int(A)) Uint(cl(A)).
(2) regular abierto si A = int(cl(A)).
(3) a-abierto si A Cint(cl(int(A))).
(4) pre-abierto si A C int(cl(A)).
(5) 6-abierto si es union de conjuntos reqular abiertos en X .s
(6) 0-pre-abierto si A C int(d-cl(A)).
Definicién 1.8 Un subconjunto A de un espacio topolégico (X, 1) se dice:
(1) b-cerrado si X \ A es b-abierto.
(2) regular cerrado si X \ A es regular abierto.
(3) a-cerrado si X \ A es a-abierto.
(4) pre-cerrado si X \ A es pre-abierto.

(5) 0-cerrado si X \ A es §-abierto.



(6) -pre-cerrado si X \ A es d-pre-abierto.
(7) 0-pre-clopen si A es d-pre-abierto y d-pre-cerrado.

Definicién 1.9 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, se define la §-clausura
de A denotada por d-cl(A) como:

d-cl(A) = m{F :AC FyX\F es §-abierto}

Teorema 1.3 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces para cualquier
x € X,z € d-cl(A) si y sélo si para todo conjunto d-abierto U tal que x € U, se
cumple que U N A # ().

Definicién 1.10 Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X, se define el §-interior
de A denotado por d-int(A) como:

d-int(A) = U{U :U C Ay U es regular abierto}

Teorema 1.4 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces para cualquier

x € X, x € 0-int(A) si y sdlo si existe un conjunto regqular abierto U tal que

zelUCA.

Definicién 1.11 Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X, se define el b-interior
de A denotado por b-int(A) como:

b-int(A) = U{U :U C Ay U es b-abierto}

Teorema 1.5 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces para cualquier

r € X, x € b-int(A) siy solo si existe un conjunto b-abierto U tal que v € U C A.

Definicién 1.12 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, se define la b-clausura
de A denotada por b-cl(A) como:

b-cl(A) = m{F :AC FyX\F es b-abierto}



Teorema 1.6 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces para cualquier
x € X, x € b-cl(A) si y sélo si para todo conjunto b-abierto U tal que x € U, se
cumple que U N A # ().

1.2. Funciones b-abiertas y b-cerradas débiles

En esta seccién se introduce la nociéon de funciones b-abiertas y b-cerradas
débiles y se exhiben caracterizaciones de las mismas. También se encuentran otras
nociones de funciones basadas en los conjuntos b-abiertos y d-pre-abiertos y algunas

de sus relaciones con las funciones antes mencionadas.

Cada una de las siguientes nociones de continuidad y funciones abiertas se

pueden consultar en [4], [7] y [15].

Definicién 1.13 Una funcion f: (X,7) — (Y, 0) se dice:
(1) b-irresoluta si f~*(U) es b-cerrado en X para cada b-cerrado U en Y.
(2) b-continua si f~1(U) es b-cerrado en X para cada cerrado U en'Y .
(3) b-abierta si f(U) es b-abierto en'Y para cada abierto U en X.
(4) b-cerrada si f(U) es b-cerrado en'Y para cada cerrado U en X.
(5) continua fuerte si f~1(U) es clopen en X para cada subconjunto U en'Y .
(6) abierta débil si f(U) C int(f(cl(U))) para cada abierto U en X.
(7) casi abierta si f(U) es abierto en'Y para cada regular abierto U en X.
(8) pre-abierta si f(U) es pre-abierto en'Y para cada abierto U en X.
(9) contra-abierta si f(U) es cerrado en'Y para cada abierto U en X.

(10) contra-cerrada si f(U) es abierto en'Y para cada cerrado U en X.



(11) contra-b-abierta si f(U) es b-cerrado en'Y para cada b-abierto U en X.
(12) contra-b-cerrada si f(U) es b-abierto en'Y para cada b-cerrado U en X .

(13) casi contra-b-abierta si f(U) es b-cerrado en'Y para cada regular abierto U en

X.

(14) casi contra-b-cerrada si f(U) es b-abierto en Y para cada regular cerrado U

en X.
(15) §-pre-continua si f~*(U) es d-pre-abierto en X para cada abierto U en'Y .
(16) continua total si f~1(U) es clopen en X para cada abierto U enY .
(17) §-pre-continua total si f~H(U) es §-pre-clopen en X para cada abierto U enY .

(18) §-preirresoluta total si f~1(U) es d-pre-clopen en X para cada 6-pre-clopen U
enY.

(19) pre-6-preclopen total si f(U) es d-pre-clopen en Y para cada 6-pre-clopen U
en X.

(20) b-abierta débil si f(U) C b-int(f(cl(U))) para cada abierto U en X.
(21) b-cerrada débil si b-cl(f(int(U))) C f(U) para cada cerrado U en X.

(22) satisface la condicion b-abierta débil interior si b-int(f(cl(U))) C f(U) para

cada abierto U en X.

(23) continua escasa si f~H(U) es abierto en X para cada clopen U enY .

Las demostraciones de los siguientes resultados sobre funciones b-abiertas, b-
abiertas débiles, b-cerradas débiles y d-pre-continuas total pueden ser consultadas

en [ y [7].

Teorema 1.7 Sea f : (X,7) — (Y, 0) una funcion. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:



(1) f es b-abierta débil.

(2) Para cada punto x € X y cada abierto U que contiene a x, existe un conjunto

b-abierto F' que contiene a f(x) tal que F C f(cl(U)).

Teorema 1.8 Sea [ : (X, 7) — (Y, 0) una funcién biyectiva. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:
(1) f es b-abierta débil.
(2) b-cl(f(U)) C f(cl(U)) para cada abierto U en X.

(3) b-cl(f(int(F))) C f(F) para cada cerrado F en X.

Teorema 1.9 Para una funcion f : (X,7) — (Y, 0) las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) f es b-abierta débil.
(2) f(int(F)) C b-int(f(F)) para cada cerrado F en X.
(3) f(int(cl(U))) C b-int(f(cl(U))) para cada abierto U en X.
(4) f(U) C b-int(f(cl(U))) para cada regular abierto U en X.
(5) f(U) C b-int(f(cl(U))) para cada pre-abierto U en X.

(6) f(U) Cb-int(f(cl(U))) para cada a-abierto U en X.

Teorema 1.10 Si una funcién f: (X, 7) — (Y, 0) es b-abierta débil y satisface la

condicion b-abierta débil interior, entonces f es b-abierta.

Teorema 1.11 Cada funcion f : (X, 7) — (Y, 0) casi contra b-cerrada es b-abierta

débil.

Corolario 1.1 Si una funcion f : (X,7) — (Y, 0) es contra b-cerrada, entonces

es b-abierta débil.



Teorema 1.12 Cada funcion f : (X,7) — (Y, 0) casi contra b-abierta es b-cerrada

débil.

Corolario 1.2 Si una funcion f: (X,7) — (Y, 0) es contra b-abierta, entonces es

b-cerrada débil.

Teorema 1.13 Sea X un espacio regular. Entonces la funcion f : (X, 7) — (Y, 0)

es b-abierta débil si y solo si [ es b-abierta.

Teorema 1.14 Sea f: (X,7) — (Y, 0) una funcion. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) f es b-cerrada débil.
(2) b-cl(f(U)) C f(cl(U)) para cada abierto U en X.
(3) b-cl(f(U)) C f(cl(U)) para cada reqular abierto U en X .

(4) Para cada subconjunto G C'Y y cada abierto U en X con f~Y(G) C U, existe
un b-abierto V. en'Y tal que G CV y f~4V) C cl(U).

(5) Para cada y € Y y cada subconjunto abierto U en X con f~'(y) C U, emiste
un b-abierto Ven'Y tal quey € V y f~HV) C cl(U).

(6) b-cl(f(int(cl(U)))) C f(cl(U)) para cada subconjunto U en X.
(7) b-cl(f(int(cly(U)))) C f(clo(U)) para cada subconjunto U en X.

(8) b-cl(f(U)) C f(cl(U)) para cada b-abierto U en X.

Teorema 1.15 Para una funcion f: (X, 7) — (Y, 0), las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) f es b-cerrada débil.

(2) b-cl(f(int(U))) C f(U) para cada pre-cerrado U en X.
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(3) b-cl(f(int(U))) C f(U) para cada a-cerrado U en X.

Teorema 1.16 Para una funcion f: (X, 7) — (Y, 0), las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) f es d-pre-continua total.
(2) f~Y(U) es -pre-clopen en X para cada cerrado U en'Y .

(3) f~HU) es d-pre-clopen en X para cada clopen U en'Y .
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Capitulo 2
ALGUNAS FORMAS GENERALIZADAS DE CONTINUIDAD A
TRAVES DE OPERADORES ASOCIADOS

En este capitulo se estudia la nocion de operador asociado a una topologia y
algunas formas generalizadas de continuidad derivadas de esta nocién. Se generaliza
aqui, en este nuevo contexto, los resultados estudiados en el capitulo anterior. Cabe
senalar que en este capitulo se emplean algunas nociones tratadas por Carpintero et

al en [5].

2.1. Operadores asociados a una topologia

En esta seccion se estudia la nocién de operador asociado a una topologia
y algunos conjuntos asociados a dicha nocién, destacando algunas caracteristicas

bésicas de estos subconjuntos que seran de utilidad en las secciones siguientes.

Definicién 2.1 Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una aplicacién v : 2% — 2% se

dice un operador asociado a la topologia T si U C ~(U) para cada U € T.

Ejemplo 2.1 Considere (X, 7) un espacio topoldgico y U € 7. Los siguientes son

operadores asociados a T:
(a) El operador clausura v(U) = cl(U).
(b) El operador interior v(U) = int(U).
(¢) El operador identidad v(U) = U.
(d) El operador interior clausura y(U) = int(cl(U)).

(e) El operador clausura interior v(U) = cl(int(U)).



Definicién 2.2 Sea (X, T) un espacio topoldgico y v un operador asociado a 7. Si
para todo A, B C X tales que A C B, se cumple que y(A) C v(B), entonces se dice

que vy es un operador monotono asociado a T.

Ejemplo 2.2 Los operadores del Ejemplo son mondotonos asociados a T. FEl
operador complemento frontera definido v(U) = X \ fr(U) no es asociado a T,

ni es monotono.

Definicién 2.3 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y v un operador asociado a T, se
dice que v es un operador reqular si dado dos abiertos U y V tales x € UNV, existe

un abierto W tal que,

zeW, y(W) S ~(U)n~y(V)

Todo operador v mondtono es regular, en efecto, sean U y V dos abiertos
tales que x € U NV, entonces W = U NV es un abierto tal que x € W. Observe
que W C Uy W C V. Puesto que v es mondtono, entonces v(W) C v(U) y
v(W) C ~4(V), de donde se obtiene que (W) C v(U) N~(V).

Ejemplo 2.3 De un operador regular que no es mondtono. Sea (X,T) un espacio

topoldgico y considere el operador v : 2% — 2%

U st Uer
X\U si Uér

v(U) =

Sean A, B C X tales que A C B y A,B ¢ 7, entonces y(A) € v(B), esto implica
que ¥ mo es mondtono. Por otra parte, st U,V son abiertos x € U NV, entonces
W =UnNYV esun abierto tal que x € W y (W) C ~(U) Ny(V), lo cual significa

que vy es un operador reqular.

Para un operador v asociado a 7, Ogata [2I] define la nocién de conjunto
~-abierto como sigue: Un subconjunto A C X es v-abierto si para cada x € A existe
un conjunto abierto U tal que z € U C ~(U) C A. Observe que todo conjunto

~-abierto en el sentido de Ogata es abierto.
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Csaszdr [10,12] considera aplicaciones v : 2% — 2% que satisfacen las siguien-

tes condiciones:

AC B=~(A4) Cv(B) (2.1)
@) =0y ~v(X)=X (2.2)
UN~(A) Sy(UNA) (2.3)

Para cada A, B C X y U € 7, introduce la nocién de conjunto y-abierto para estas
clases de aplicaciones como sigue: Un subconjunto A C X es y-abierto si A C v(A).
Observe que toda aplicacién que satisface las condiciones (2.1), (2.2) y (2.3) es un

operador asociado a 7, pues si U € T;

U=UNX=Un~X)CyUNX)=U)

Asi todo conjunto abierto es y-abierto en el sentido de Csdszar, y en consecuencia
todo y-abierto en el sentido de Ogata es y-abierto en el sentido de Csaszar. Estas
aplicaciones son menores que el operador clausura en el sentido que v(A) C cl(A)

para todo A C X. Esto es,

(X \ cl(A) Ny(A) S (X \cl(A) NA) =~(0) =10

El siguiente ejemplo muestra que, en general, no todo conjunto y-abierto en

el sentido de Csészar, es y-abierto en el sentido de Ogata.

Ejemplo 2.4 Considere (R, 7,) y v : 2% — 28 ~(A) = cl(A). Observe que v satis-
face las condiciones (2.1), (2.2) y (2.3). Ademds, para todo A C R, A C cl(A), lo
que implica que la coleccion de y-abiertos en el sentido de Csdszdr es 2. Por otra
parte, si B =7% yx € B, entonces para todo abierto U tal que x € U, se tiene que
U C~(U) € B, lo que implica que B no es y-abierto en el sentido de Ogata. Asi, B

es y-abierto en el sentido de Csaszdr pero no es y-abierto en el sentido de Ogata.
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La siguiente definicién es una extensién de la definicién dada por Csaszar en

[12, 10] de conjuntos y-abiertos.

Definicién 2.4 Sea (X,7) un espacio topoldgico y v : 2% — 2% un operador

mondotono asociado a 7. Un subconjunto A C X se dice y-abierto si A C v(A).

El complemento de un conjunto y-abierto se denomina ~y-cerrado. Un subconjunto

A C X se denomina v-clopen si A es a la vez y-abierto y y-cerrado. Se denota por

77 la coleccion de todos los conjuntos y-abiertos en el sentido de la Definicion 2.4}
El siguiente ejemplo muestra que existen operadores monétonos asociados a

T que no satisfacen la condicién (2.3).

Ejemplo 2.5 Sea (R, 7,) y considere la funcion f: R — R definida por f(x) =0

para todo x € R. Considere v : 2% — 2% definido:

Y(A) = fH(f(A)), VACR

Entonces A C v(A), asi vy es un operador mondtono asociado a T,. Observe que vy
satisface las condiciones (2.1) y (2.2) pero no la (2.3), pues siU = (0,2) y A = [3,4],

entonces tenemos:

Uny(A) = UN o (f(4) = (0,2) NR = (0,2)

YU NA) = fTHAUNA) = [(f(0) =0

Observacién 2.1 Puesto que el operador que se define en el Ejemplo no satis-
face la condicion (2.3) de Csdszdr, entonces la coleccion de ~y-abiertos en el sentido
de Csdszdr es vacia. Por otra parte, dicho operador es mondtono asociado a T, y
77 = 2R, Esto muestra que todo conjunto y-abierto en el sentido de Csdszdr es -
abierto en el sentido de la Definicion|2.4), pero lo contrario no es cierto. Ademds, si
v =int, entonces T = 17. Pues si U € 77, entonces U C int(U) lo cual implica que

Uer.
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El siguiente ejemplo muestra que en general 77 ¢ 7.

Ejemplo 2.6 Considere (R, 7,) y
v 2R 5 ok

1(A) = dl(A)
Sea A = (0,1], entonces v(A) = [0,1], asi A es un conjunto ~y-abierto, pero A & 7,.

En lo que resta del trabajo se menciona, exclusivamente, a los conjuntos ~y-
abiertos en el sentido de la Definicién 2.4l Cuando sea necesario se resalta si es

~v-abierto en los otros sentidos antes mencionados.

Lema 2.1 Sea (X,7) un espacio topoldgico y 7 : 2% — 2% un operador mondtono
asociado a la topologia T. Si {As}tacs €s una coleccion arbitraria de conjuntos -

abiertos en X, entonces | . ; Ao es un conjunto y-abierto en X.

aeJ

Demostracién: Sea {A,}aes una coleccion arbitraria de conjuntos vy-abiertos en

X, entonces para cada o € J, A, C v(A,). Asi,

U Ay C U 7(Aa)

acJ aeJ

Dado que el operador v es mondétono y

para cada o € J, entonces

para cada « € J, en consecuencia

U 4« € U4 o 40)

aeJ aed aceJ
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asi

U 4a (| 40)

acd aeJ

y por tanto UaeJ A, es un conjunto ~y-abierto en X. "

Si v es un operador regular, entonces la interseccion finita de conjuntos ~-
abiertos en el sentido de Ogata, es un conjunto ~v-abierto en el sentido de Ogata. En
efecto, si A, B son conjuntos y-abiertos en el sentido de Ogata y x € AN B, entonces

existen abiertos U,V tales que
reUy~yU)CA

reVyyV)CB

Dado que U,V son abiertos y x € U NV, por la regularidad de v existe un abierto
W tal que z € Wy (W) C (U)N~y(V), asi (W) C AN B, por lo que AN B
es v-abierto en el sentido de Ogata. Esto muestra que si v es un operador regular,
entonces la coleccién de y-abiertos en el sentido de Ogata coincide con la coleccion

de abiertos.

Corolario 2.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y «y : 2% — 2% un operador moné-
tono asociado a la topologia T. Si {As}tacs €s una coleccion arbitraria de conjuntos

v-cerrados en X, entonces (), Aa €s un conjunto y-cerrado en X.

Demostracién: Sea {A,}.cs una coleccién arbitraria de conjuntos ~y-cerrados en
X, entonces para cada o € J, X \ A, es un conjunto y-abierto en X. Por el Lema
2.1] se tiene que (J,e;(X \ Aa) es un conjunto y-abierto en X. Pero por las leyes de

De Morgan se tiene que,

U\ 4 =x\ (] 4.

acJ acJ
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de donde se obtiene tomando complemento que (),.; Aq €s un conjunto y-cerrado

en X. n

Definicién 2.5 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, v : 2% — 2% un operador mond-
tono asociado a la topologia T y A C X. Se define el y-interior de A denotado por
int"(A) como:

int"(A) = U{U :U C Ay U es y-abierto}

Observacion 2.2 Ogata en [21], define la nocidn de T.,-interior de A C X, denota-
do por T,-int(A) como la unidn de todos los conjuntos y-abiertos(sentido de Ogata)

contenidos en A.

El siguiente teorema es una generalizacién de los Teoremas[1.1] [I.4]y [I.5] para

definiciones particulares del operador .

Teorema 2.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, v : 2% — 2% un operador mondtono
asociado a la topologia T y A C X. Entonces para cualquier x € X, x € int"(A) si

y solo si existe un conjunto y-abierto U tal que x € U C A.

Demostracién: (Suficiencia) Sea = € int”(A), entonces por definicién de v-interior,
x € U{U :U C Ay U es y-abierto}

por tanto existe un conjunto y-abierto U tal que x € U C A.

(Necesidad) Suponga que existe un conjunto ~y-abierto U tal que x € U C A,
entonces

reUC U{U :U C Ay U es vy-abierto} = int"(A)

por tanto x € int?(A). .

Observaciéon 2.3 Para casos particulares de :
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w y(A) =cl(int(A)) Uint(cl(A)), se obtiene que int?(A) = bint(A).

» Y(A) = int(cl(A)) y si considera la coleccion de y-abiertos tales que A = y(A),
se obtiene que int?(A) = dint(A).

» y(A) = int(A), se obtiene que int"(A) = int(A).

Teorema 2.2 Sea (X, T) un espacio topoldgico, v : 2% — 2% un operador monétono
asociado a la topologia T. Para cualesquiera subconjuntos A, B de X se tienen las

siguientes propiedades de y-interior:
(1) int"(A) C A.
(2) int?(A) es un conjunto ~y-abierto.
(3) int"(A) es el y-abierto mas grande contenido en A.
(4) A es y-abierto siy solo si A =int"(A).
(5) Si A C B, entonces int"(A) C int"(B).
(6) int"(A) Uint?(B) C int"(AU B).
(7) int" (AN B) Cint"(A) Nint"(B).
(8) Ty-int(A) C int(A) C int7(A).
Demostracién:

(1) Sea z € int?(A), entonces existe un conjunto y-abierto U tal que z € U C A,

de donde se obtiene que x € A y por tanto int?(A) C A.

(2) Por definicién,
int"(A) = U{U :U C Ay U es v-abierto}

y puesto que unién arbitraria de conjuntos y-abiertos es un conjunto ~y-abierto,

se obtiene que int”(A) es un conjunto y-abierto.
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(3)

Suponga que existe un conjunto y-abierto V' tal que int?(A) C V C A. Como
V' es v-abierto y V C A, entonces V C int?(A), asi se tiene que V = int7(A)

y por tanto int”(A) es el conjunto y-abierto mas grande contenido en A.

Suponga que A es y-abierto y sea x € A, entonces
reAC U{U U C Ay U es vy-abierto} = int?(A)

en consecuencia, x € int?(A). Asi, A C int?(A) y puesto que siempre int?(A) C

A se concluye que A = int?(A).

Reciprocamente, si A = int?(A), entonces como int?(A) es un conjunto ~y-

abierto, se concluye que A es un conjunto y-abierto.

Sea x € int7(A), entonces existe un conjunto y-abierto U tal que x € U C A.
Dado que A C B se obtiene que existe un conjunto vy-abierto U tal que = €

U C B, lo cual implica que z € int"(B).

Puesto que A C AUBy B C AUB, entonces de la propiedad (5), se obtiene que
int"(A) Cint"(AUB) y int"(B) C int"(AUB). Por tanto , int? (A)Uint?(B) C
int"(AU B).

Puesto que AN B C Ay AN B C B, entonces de la propiedad (5), se obtiene
que int"(ANB) Cint?"(A) y int?(ANB) C int?(B). Por tanto , int"(ANB) C
int"(A) Nint?(B).

Sea x € T,-int(A), entonces existe un conjunto abierto U tal que U C «(U) C
A, de donde se obtiene que existe un conjunto abierto U tal que x € U C A,

lo cual implica que = € int”(A). Por tanto 7,-int(A) C int(A).

Sea = € int(A), entonces existe un conjunto abierto U tal que z € U C A.
Como 7 es un operador asociado a 7, entonces U C v(U). Asi, U es un conjunto
v-abierto contenido en A, por la propiedad (3) tenemos que x € U C int7(A).

En consecuencia, « € int”(A) lo cual implica que, int(A) C int"(A). .
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En general, no ocurre la igualdad en las propiedades (1), (6), (7) y (8) del

Teorema como muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.7 Considere (R, 7,) y~y : 2% — 2% definido por v(A) = int(A), entonces

T.) = Tu.

» Si A= (0,1] se tiene que,

A=(0,1] € (0,1) = int(A) = int"(A)
» SiA=QyB=R\Q, entonces int"(A) = int"(B) = 0, int"(AU B) =
int’(R) =R, asi se tiene que, int’ (AU B) =R € int"(A) Uint"(B) = 0.

Ejemplo 2.8 Considere (R,7,) y v : 28 — 28 definido por v(A) = cl(int(A)). Sea
A=(0,1], B=1[1,2]; entonces A,Be 1) yANB = {1} ¢ 1), luego

{1} = (0,1] N[1,2] = int"(A) Nint"(B) ¢ int"(AN B) = int"({1}) = 0

Ejemplo 2.9 Sea (R,7,) y considere la funcion f : R — R definida por f(x) =0

para todo x € R. Se define v : 2% — 28 como sigue:
v(A) = f71(f(4), VACR
Observe que A = [0,1] € 1), por lo que
0,1] = A =int"(A) € int(A) = (0,1)

Por otra parte, observe que T,-int(A)=0, pues en caso contrario, si x € T,-int(A),
entonces existe un conjunto abierto U tal que x € U C f~1(f(U)) C [0,1], lo cual
es falso ya que f~1(f(U)) =R ¢ [0,1]. Por tanto (0,1) = int(A) € 7,-int(A) = 0.

Definicién 2.6 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, v : 2% — 2% un operador mond-

tono asociado a la topologia T y A C X. Se define la y-clausura de A denotada por

21



cl'(A) como:

cd'(A) = ﬂ{F :F D Ay F esvy-cerrado}

Observacion 2.4 Ogata en [21)], define la nocion de T.,-clausura de A C X, denota-

do por T,-cl(A) como la interseccion de todos los conjuntos y-cerrados que contienen

aA.
El siguiente teorema es una generalizacién de los Teoremas [1.2] [1.3]y [L.6]

Teorema 2.3 Sea (X, T) un espacio topoldgico, v : 2% — 2% un operador mondtono
asociado a la topologia T y A C X. Entonces para cualquier x € X, x € cl"(A) si y

sélo si para cada conjunto y-abierto U tal que x € U se cumple que U N A # ().

Demostracién: (Suficiencia) Suponga que existe un conjunto y-abierto U tal que
r € UyUNA=10. Entonces X \ U es un conjunto vy-cerrado y A C (X \ U).

Observe que,
c(A) = ﬂ{F :F D Ay Fesvy-cerrado} C (X \U)
como z € U entonces ¢ X \ U, lo cual implica que = ¢ cl7(A).

(Necesidad) Suponga que = ¢ cl?(A), entonces
x ¢ ﬂ{F : F D Ay F esvy-cerrado}

esto implica que existe un conjunto ~y-cerrado F’ tal que A C F' y x ¢ F’'. Luego

U = X\ F' es un conjunto y-abierto tal que z € U y U N A = (). .

Observaciéon 2.5 Para casos particulares de :
» Y(A) =cl(int(A)) Uint(cl(A)), se obtiene que cl’(A) = b-cl(A).

» y(A) = int(cl(A)) y si considera la coleccion de y-abiertos tales que A = v(A),
se obtiene que clV(A) = dcl(A).
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» y(A) =int(A), se obtiene que cl?'(A) = cl(A).

Teorema 2.4 Sea (X, T) un espacio topoldgico, v : 2% — 2% un operador monétono
asociado a la topologia T. Para cualesquiera subconjuntos A, B de X se tienen las

siguientes propiedades de y-clausura:
(1) A Ccl"(A).
(2) cl(A) es un conjunto y-cerrado.
(3) cl(A) es el y-cerrado mds pequerio que contiene a A.
(4) A es y-cerrado si y solo si A = cl'(A).
(5) Si A C B, entonces cl"(A) C cl?(B).
(6) c"(A)Ucl(B) Cc'(AUB).
(7) c"(AN B) Ccl"(A)Nel¥(B).
(8) cl"(A) Ccl(A) C 7, —cl(A).
Demostracién:

(1) Sea x € Ay U cualquier conjunto ~y-abierto tal que x € U, entonces x € UN A
y por tanto U N A # (). Esto implica que x € cl7(A).

(2) Por definicién,
c(A) = ﬂ{F :F D Ay F es v-cerrado}

y puesto que la interseccion arbitraria de conjuntos vy-cerrados es un conjunto
~-cerrado, se obtiene que ¢l?(A) es un conjunto y-cerrado.
(3) Suponga que existe un conjunto y-cerrado W tal que A C W C ¢l7(A). Como
W es y-cerrado y A C W, observe que
c'(A) = ﬂ{F :F DAy F es~y-cerradoy CW
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(4)

asi cl7(A) C W y en consecuencia, W = cl7(A). Por tanto, cl?(A) es el -

cerrado mas pequeno que contiene a A.

(Suficiencia) Suponga que A es un conjunto 7-cerrado. Por la propiedad (1),

A CclV(A). Sea x € cl(A), entonces
r € ﬂ{F :F D Ay F esy-cerrado}
como A es y-cerrado, entonces
T € m{F :F D Ay F es~y-cerrado} C A

en consecuencia © € A y por tanto A = cl7(A).

(Necesidad) Suponga que A = cl?(A). Por la propiedad (2), cl”(A) es un

conjunto y-cerrado y por tanto A es un conjunto ~y-cerrado.

Sea x € cl7(A), entonces para todo 7y-abierto U tal que x € U se cumple que
UNA#(, como AC B se tiene que ) # U N A C UN B en consecuencia
para todo y-abierto U tal que x € U se cumple que U N B # (), esto implica
que z € cl(B).

Puesto que A C AUBy B C AUB, entonces de la propiedad (5), se obtiene que
cV(A) Cc'(AUB) y c?(B) Cc"(AUB). Asi, cl"(A)Ucl"(B) C (AU B).

Puesto que ANB C Ay AN B C B, entonces de la propiedad (5), se obtiene
que cl"(ANB) Ccl"(A) y cl"(ANB) C ¢l (B). En consecuencia, cl"(ANB) C
c"(A) N e (B).

Sea x € cl7(A), entonces para todo 7-abierto U tal que x € U se cumple que
UNA#(. Como v es un operador asociado a la topologia 7, entonces todo
conjunto abierto es y-abierto. Asi, para todo conjunto abierto U tal que x € U

se cumple que U N A # (), lo cual implica que x € cl(A).
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Sea x € cl(A), entonces para todo conjunto abierto U tal que x € U se cumple
que UN A # (). Como U es abierto y v es un operador asociado a la topologia

7, entonces U C y(U), asi
YU)NADUNA#D.

En consecuencia, para todo conjunto abierto U tal que x € U se cumple que

Y(U)N A0, lo cual implica que z € 7,-cl(A). .

En general, no ocurre la igualdad en las propiedades (1), (6), (7) y (8) del

Teorema [2.4] como muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.10 Considere (R, 7,) y v : 2% — 2% definido por v(A) = int(A), enton-

ces T, = Ty.

» Si A= (0,1] se tiene que,

cl'(A) = cl(A) = [0,1] ¢ (0,1] = A

» SiA=(0,1) y B=(1,2] se tiene que,

{1} =10,1]Nn[1,2] =c(A)Nel(B) =c"(A)Nc’(B) L " (ANB) =0

Ejemplo 2.11 Considere (R,7,) y v : 2% — 28 definido por v(A) = cl(int(A)).
Sea A = (0,1) y B = (1,2), entonces A y B son conjuntos y-cerrados, ya que
int(cl(A)) C A eint(cl(B)) € B, en consecuencia, cl'(A) = A y cl'(B) = B.
Observe que AU B no es y-cerrado, pues int(cl(AU B)) = (0,2) € (0,1) U (1,2) =
AU B. Por tanto,

c"(AUB) € AUB = cl"(A)Ucl"(B)
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Teorema 2.5 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y 7 : 2% — 2% un operador moné-

tono asociado a la topologia 7. Para cualquier subconjunto A de X se cumple:

(1) (X \ A) = X \ int"(A).

(2) int"(X \ A) = X\ cl(A).

Demostracién:

(1)

Sea x € cl"(X \ A), entonces para cada y-abierto U tal que x € U, se cumple
que U N (X \ A) # 0. Observe que U ¢ A, pues en caso contrario, es decir,
si U C A entonces U N (X \ A) = 0, lo cual no es cierto. En consecuencia,
para todo vy-abierto U tal que x € U, se tiene que U € A, esto implica que
x ¢ int?(A) y por tanto x € X \ int?(A).

Reciprocamente, si © € X \ int?’(A), entonces = ¢ int?(A), lo cual implica
que para todo y-abierto U tal que x € U se cumple que U € A. Observe que
UN(X\ A) # 0, pues en caso contrario, es decir, si U N (X \ A) = (), entonces
U C A lo cual no es cierto. En consecuencia, para todo y-abierto U tal que

x € U, se cumple que U N (X \ A) # 0, lo cual implica que = € cl7(X \ A).

En la propiedad anterior, si se sustituye A por X \ A se obtiene que cl7(A) =
X\int?(X'\A), luego al tomar complemento en ambos miembros de la igualdad

anterior se obtiene que int?’(X \ A) = X \ cl7(A). .

Definicién 2.7 Sea (X,7) un espacio topoldgico y v : 2% — 2% un operador

mondtono asociado a la topologia 7. Un subconjunto A C X se dice vy-cerrado gene-

ralizado, abreviado y-g cerrado, si cl’(A) C U siempre que A C U y U es vy-abierto
en X.

El complemento de un conjunto vy-cerrado generalizado se denomina y-abierto

generalizado, abreviado v-g abierto.

Observacién 2.6 Si A es un conjunto y-cerrado, entonces A es vy-cerrado gene-

ralizado. Pues si U es un conjunto y-abierto tal que A C U, como A = cl’(A) se
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tiene que cl¥(A) C U, por tanto A es y-cerrado generalizado. Como consecuencia se

obtiene que todo conjunto y-abierto es y-abierto generalizado.

Lema 2.2 Sea (X,T) un espacio topoldgico y 7 : 2% — 2% un operador mondtono
asociado a la topologia T. Un subconjunto A C X es y-abierto generalizado si y solo

st F Ciant"(A) siempre que FF C A y F es y-cerrado en X.

Demostracién: (Suficiencia) Suponga que A es un conjunto y-abierto generalizado
y F es y-cerrado tal que F' C A. Entonces X \ A es v-cerrado generalizado y X \ F'

es y-abierto tal que X \ A C X \ F, en consecuencia

d"(X\A) C X\F
X\int"(A) € X\F
F C int"(A)

(Necesidad) Suponga que U es un conjunto y-abierto tal que X \ A C U. Entonces,
X\UC Ay X \U es v-cerrado. Por hipétesis, X \ U C int”(A) en consecuencia,
(X \ A) = X \ int"(A) C U, de donde se obtiene que cl7(X \ A) C U, lo cual
implica que X \ A es un conjunto ~y-cerrado generalizado y en consecuencia, A es

~v-abierto generalizado. .

Definicién 2.8 [15] Una funcion f: X —Y se dice:
» vy-continua si f~H(U) es y-abierto en X para cada abierto U en Y.

= y-continua escasa si f~H(U) es y-abierto en X para cada conjunto clopen U

enY.

Teorema 2.6 [15] Para una funcion f: (X, 7) — (Y, 0) y~ un operador mondtono

asociado a T, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es ~y-continua escasa.
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(2) f~YU) es y-cerrado en X para cada conjunto clopen U en'Y .
(3) f~HU) es y-clopen en X para cada conjunto clopen U en'Y .

Demostracién: (1 = 2) Sea U un conjunto clopen en Y, entonces Y \ U es clopen
en Y, por hipdtesis tenemos que f~H(Y \ U) = X \ f1(U) es y-abierto en X.
Tomando complemento se obtiene que f~1(U) es vy-cerrado en X.

(2 = 3) Sea U un conjunto clopen en Y, entonces Y \ U es clopen en Y, por
hipétesis, f~H(U) y f~H(Y \U) son y-cerrados en X. Como f~H(Y\U) = X\ f~}(U),
se concluye que f~1(U) es v-abierto en X, por tanto f~!(U) ~-clopen en X.

(3 = 1) Sea U un conjunto clopen en Y, por hipétesis f~1(U) ~-clopen en

X, en consecuencia, f~!(U) y-abierto en X, y por tanto f es y-continua escasa. m

2.2.  (v,7)-continuidad

En esta seccién se introducen nociones de continuidad bajo la nocién de o-
perador asociado a una topologia. Se estudian las relaciones entre las funciones y
caracterizaciones de algunas de ellas. Se presenta un nuevo marco conceptual de
continuidad y funcion abierta y cerrada que enmarcan muchas de las existentes en

la literatura clésica.

Definicién 2.9 Sean (X, 1) y (Y, o) espacios topolégicos, v, 7 operadores mondto-
nos asociados a las topologias T y o, respectivamente. Una funcion f : (X,7) —

(Y,0) se dice:
(1) (v,7")-continua si f~1(U) es v-abierto en X para cada ' -abierto U en'Y .
(2) (v,7)-abierta si f(U) es v -abierto en'Y para cada v-abierto U en X.
(3) (v,7)-cerrada si f(U) es y'-cerrado en Y para cada y-cerrado U en X.

(4) (7v,7")-continua fuerte si f~(U) es y-clopen en X para cada +'-abierto U en
Y.
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(5) (v,7)-clopen si f(U) es ~'-clopen en'Y para cada y-clopen U en X.

(6) (v,~")-abierta débil si f(U) C int”l(f(cl'V(U))) para cada y-abierto U en X.
(7) (v,7)-contra abierta si f(U) es v -cerrado en'Y para cada y-abierto U en X.
(8) (v,)-contra cerrada si f(U) es~'-abierto en'Y para cada y-cerrado U en X.
(9) (v,")-cerrada débil si cl“’/(f(intV(U))) C f(U) para cada vy-cerrado U en X.

(10) Satisface la condicion (y,~')-abierta débil interior si int”/(f(cW(U))) C f(U)

para cada y-abierto U en X.

(11) (v,7')-continua escasa si f~H(U) es y-abierto en X para cada ~'-clopen U en
Y.

El siguiente ejemplo exhibe la existencia de funciones (vy,~’)-continuas.

Ejemplo 2.12 Sea X = {z,y,z}, 7 = {0, X, {z}, {y}. {z, v}, {y, 2}}, Y = {a, b, ¢},
o={0,Y,{a}, {b},{a,b}}.

Considere f: (X, 1) — (Y,0) definida por: f(x) =a, f(y) =by f(z) =c.

2% = {0, X {x} Ay} e} Az v} Az, 2} {y. 23}

Los cerrados en X : 0, X, {y, z},{x, 2}, {2}, {z}.

Los regulares abiertos en X: 0, X, {x}, {y, z}.

Los d-abiertos en X: 0, X, {z},{y, z}.

Los §-cerrados en X: 0, X, {z},{y, z}.

Los d-pre-abiertos en X : 0, X, {x},{y}, {z},{z, v}, {z, 2}, {y, 2}

Observe que para todo U € o, f~1(U) es §-pre-abierto, por tanto f es una funcidn
d-pre-continua.

Sea v : 2% — 2% y(A) = int(6cl(A)) y ' : 2Y — 2Y, 4/(A) = int(A), entonces f

es una funcion (y,v')-continua.

El siguiente ejemplo muestra la existencia de funciones (v, 7)-abiertas.
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Ejemplo 2.13 Sea X ={a,b,c}, 7 ={0, X, {b},{b,c}} y

o = {0,X,{b},{c},{b,c}}. Considere f : (X,7) — (X,0) la funcion identidad.
Observe que si U € 7, f(U) = U € g, como todo conjunto abierto es b-abierto se
concluye que f es b-abierta.

Seary,y : 2% — 2% y(A) = int,(A) y v (A) = cl,(int,(A)) Uint,(cly(A)), entonces

f es (v,7')-abierta.

El siguiente ejemplo presenta la existencia de funciones (v, ~')-cerradas.

Ejemplo 2.14 Sea X = {a,b,c}, 7= {0, X, {b},{b,c}} v
o=1{0,X,{b},{c},{b,c}}. Considere f: (X,7) = (X,0) la funcidn identidad. Los
cerrados en (X, 7) son: 0, X, {a,c}

y {a} y los cerrados en (X, o) son: 0, X, {a,c}, {a,b}y{a}. Observe que si F es
cerrado en (X, 1), f(F) = F el cual es cerrado (X, o). Como todo conjunto cerrado
es b-cerrado, se concluye que f es b-cerrada.

Sea v, : 2% — 2% ~(A) = int,(A), ¥'(A) = cl,(int,(A)) Uint,(cl,(A)) se obtiene
que f es (v,7)-cerrada.

El siguiente ejemplo exhibe la existencia de funciones (vy,7’)-continuas fuerte.

Ejemplo 2.15 Sea X = {a,b}, 7 =2%,Y = {z,y,2}, 0 = {0,Y,{z}, {9y}, {z,y}}
y f:(X,7) = (Y,0) una funcién definida por: f(a) =y, f(b) =z. Como T = 2%,

entonces los siquientes conjuntos son clopen en X ;

0y =0 Tl =t Ty =a  [{zH =0

=
ey =X {2 =0 {2 =a fYV)=X

Por tanto [ es continua fuerte.
Si se define v : 2% — 2% como y(A) = int(A) y ' : 2Y — 2Y por /(4) = A se

obtiene que f es una funcion (v,~')-continua fuerte.
El siguiente ejemplo muestra la existencia de funciones (v, ~)-clopen.
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Ejemplo 2.16 Sea X = {z,y,z}, 7 = {0, X, {z},{y}, {z,y}, {v, 2} }.

Y ={a,b,c}, 0 ={0,Y.{a},{b,c}}.

Considere f: (X, 7) = (Y,0) definida por: f(z) =a, f(y) =by f(z) =c.

Los cerrados en X : 0, X, {y, z},{z, 2}, {2}, {z}.

Los cerrados en Y : 0,Y,{a},{b, c}.

Regulares abiertos en X: 0, X, {z}, {y, z}.

Regulares abiertos en' Y : 0,Y,{a},{b,c}.

d-abiertos en X: 0, X, {z},{y, z}.

d-abiertos en Y: 0,Y, {a},{b,c}.

d-cerrados en X : 0, X, {z},{y, z}.

d-cerrados en'Y : 0,Y,{a}, {b,c}.

d-pre-abiertos en X: 0, X, {x}, {y}, {2}, {z, vy}, {z, 2}, {y, 2}.

d-pre-abiertos en Y : 0, Y, {a},{b}, {c}, {a,b},{a,c}, {b,c}.

Observe que para todo conjunto U §-pre-clopen en X, f(U) es §-pre-clopen en Y,
por tanto f es una funcion pre-d-pre-clopen total.

Si se define v : 2% — 2% tal que y(A) = int(6cl(A)) y v : 2¥ — 2¥ por v/(A) =

int(0cl(A)) se obtiene que f es una funcion (vy,~")-clopen.

El siguiente ejemplo presenta la existencia de funciones (y,~')-abiertas débi-

les.

Ejemplo 2.17 Sea X = {a,b,c}, 7 = {0, X, {a},{c}, {a,c}}, o = {0, X, {b}, {b,c}}
yf(X,7) = (X,0) la funcion identidad.

Los cerrados en (X, 1) son: 0, X, {b,c}, {a,b} y {b}.

Los cerrados en (X, 0) son: 0, X, {a,c} y {a}.

Puesto que todo conjunto abierto es b-abierto y ademds {a,b} C int,(cl,({a,b})) U

cly(inty({a,b})) = X, se tiene que los siguientes conjuntos son b-abiertos en (X, o);

flelr(0)) =0 fle(X)) = X f(elz({a})) = {a, b}
flelz({c})) ={b,c}  flc-({a,c})) = X
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En consecuencia, f(U) C bint,(f(cl;(U))) para cada U € 7 y por tanto f es b-
abierta débil.
Si se define v,y : 2% — 2% como y(A) = int.(A) y v(A) = int,(cl,(A)) U

cly(int,(A)), se obtiene que f es una funcién (v,~')-abierta débil.

El siguiente ejemplo exhibe la existencia de funciones (v, ~')-contra abiertas

y (7,7')-contra cerradas.

Ejemplo 2.18 Sea X = {z,y,z}, 7 = {0, X, {z},{y}, {=, v}, {y, 2} }.

Y = {a,bc}, o = {0,Y; {a}. {b,c}}.

Considere f : (X,7) — (Y, 0) definida por f(t) = a para todo t € X. Observe {a} es
un conjunto clopen, en consecuencia, siU € 7, f(U) es cerrado y si F' es un conjunto
cerrado en X, f(F') € o. Por tanto f es una funcion contra-abierta y contra-cerrada.
Si se define v : 2% — 2% como y(A) = int(A) y v : 2¥ — 2Y 4/(A) = int(A), se

obtiene que f es una funcion (v,~')-contra abierta y (v,7')-contra cerrada.

El siguiente ejemplo presenta la existencia de funciones (v, ')-cerradas débi-

les.

Ejemplo 2.19 Sea X = {a,b,c}, 7 = {0, X, {a},{c}, {a,c}}, o = {0, X, {b}, {b,c}}
yf(X,7) = (X,0) la funcion identidad.

Los cerrados en (X, 1) son: 0, X, {b,c}, {a,b} y {b}.

Los cerrados en (X,0) son: 0, X, {a,c} y {a}. Observe que para cada cerrado en

X se tiene que:

0 =obel(f(int(0))) < f(@)=0
X =bel(f(int(X))) € f(X)=
{c} = bel(f(int({b,c}))) < f({b,c}) ={b.c}
{a} =bel(f(int({a,0}))) S f({a,b}) = {a,b}
0 =bcl(f(int({0}))) < f({b}) = {b}
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Por tanto f es una funcién b-cerrada débil. Si se define v,7 : 2% — 2% como
v(A) = int.(A) y ¥ (A) = int,(cl,(A)) U cl,(int,(A)), se obtiene que f es una
funcion (vy,~')-cerrada débil.

El siguiente ejemplo muestra la existencia de funciones que satisfacen la con-

dicién (v, ~')-abierta débil interior.

Ejemplo 2.20 Sea X = {a,b,c}, 7 = {0,X,{a},{b,¢c}}, 0 = {0, X, {a},{a,b}}
y considere f : (X,7) — (X,0) definida f(a) = a, f(b) = f(c) = c. Observe
que para todo U € 7, bint(f(cl(U))) C f(U) por lo que f satisface la condicion
b-abierta débil interior. Si se define v, : 2% — 2% y(A) = int.(A) y ' (A) =
inty(cly(A)) U cl,(int,(A)), se obtiene que f satisface la condicion (y,~')-abierta

débil interior.
El siguiente ejemplo exhibe la existencia de funciones (v, 7')-continuas escasa.

Ejemplo 2.21 Sea X = {a,b,c}, 7 =10, X, {a},{c},{a,b}, {a,c}},

o ={0,X,{a},{b,c}} y considere f : (X,7) = (X,0) definida f(a) =0, f(b) =
¢, f(c) = a. Observe que para todo U € o, U es clopen y f~1(U) € 7 lo cual dice que
[ es una funcidn continua escasa. Si se define v, : 2% — 2% como y(A) = int,(A)

y v (A) =int,(A), se obtiene que [ es (v,7')-continua escasa.

El siguiente teorema es una generalizacion de los Teoremas [1.10} (1.11], [1.12]

y los Corolarios y [L.2] para definiciones particulares de los operadores v y 7.

También se obtiene [15], Teorema 2.8].

Teorema 2.7 Sea (X,7), (Y,0) y (Z,w) espacios topoldgicos, v, v y~" operadores
mondtonos asociados a las topologias T, o y w, respectivamente. Para las funciones

f: X =Y yg:Y — Z se tiene que:
(1) Si f es (v,7)-continua fuerte, entonces es (vy,~")-continua.

(2) Si f es (v,7)-contra cerrada, entonces es (vy,~')-abierta débil.
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(3) Si f es (v,7')-abierta, entonces es (7,~')-abierta débil.

(4) Si [ es (v,7)-contra abierta, entonces es (v,7')-cerrada débil.

(5) Si f es (v,7')-cerrada, entonces es (y,7')-cerrada débil

(6) Sif es(v,7')-abierta débil y satisface la condicion (y,~")-abierta débil interior,

entonces es (v,v')-abierta.

(7) Si f es (7v,7)-continua, entonces es (y,v')-continua escasa.

(8) Si f es (v,7)-continua y g es (v',7")-continua escasa, entonces go f : X — Z

es (v,7")-continua escasa.

Demostracidén:

(1)

Sea U un conjunto v’-abierto en Y, entonces como f es (y,7’)-continua fuerte
se tiene que f~1(U) es y-clopen en X. Asi, f~1(U) es 7y-abierto en X y en

consecuencia, f es (,7')-continua.

Sea U un conjunto y-abierto en X, entonces c/7(U) es un conjunto 7y-cerrado
en X, como f es (v,7')-contra cerrada se tiene que f(cl7(U)) es ~'-abierto en

Y. Ademés, como U C cl7(U) se tiene que,

F(U) € F(l(U)) = int” (F(cl(U)))
De donde se obtiene que, f(U) C int” (f(cl”(U))) y en consecuencia f es
(7v,7')-abierta débil.

Sea U un conjunto «-abierto en X, como f es (,7)-abierta se tiene que f(U)

es 7/-abierto en Y. Puesto que U C ¢l?(U) se tiene que,

FU) =it (f(U)) C int™ (f(cI"(U)))

De donde se obtiene que, f(U) C int'yl(f(clv(U))) y en consecuencia, f s
(7,7)-abierta débil.
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(4)

Sea U un conjunto 7y-cerrado en X, entonces int?(U) es un conjunto y-abierto
en X, como f es (,7)-contra abierta se tiene que f(int?(U)) es /'-cerrado en

Y. Asi,
7 (f(int(U))) = f(int"(U)) C f(U)

Asi, el (f(int"(U))) C f(U) lo cual implica que, f es (7, ')-cerrada débil.

Sea U un conjunto 7-cerrado en X, entonces como f es (vy,v')-cerrada se tiene

que f(U) es v/-cerrado en Y. Puesto que int”(U) C U se tiene que,

V' (f(int"(U))) C el (F(U)) = f(U)

En consecuencia, cl” (f(int?(U))) € f(U) lo cual implica que, f es (v,7)-

cerrada débil.

Sea U un conjunto vy-abierto en X, entonces como f es (,7')-abierta débil
y satisface la condicién (v,7')-abierta débil interior, se tiene que f(U) C
int” (f(cl(U))) C fU). Asi, f(U) = int" (f(cl?’(U))), como int? (f(cl?(U)))
es un conjunto '-abierto se concluye que, f(U) es 7/-abierto y en consecuencia,

f es (v,7)-abierta.

Sea U un conjunto 7'-clopen en Y, entonces U es «'-abierto en Y. Como f es
(7,7 )-continua se tiene que f~1(U) es y-abierto en X, en consecuencia, f es

(7,7)-continua escasa.

Sea U en conjunto 7”-clopen en Z, como g es (7/,7")-continua escasa, enton-
ces g71(U) es «'-abierto en Y, y dado que f es (,7')-continua, se tiene que
Y9 " (U)) = (go f)~'(U) es y-abierto en X, en consecuencia, go f : X — Z

es (y,7")-continua escasa. .

El siguiente ejemplo muestra una funcién (v, ~’)-continua que no es (vy,7')-

continua fuerte.
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Ejemplo 2.22 Sea X = {a,b,c}, 7 ={0, X, {a}, {b},{a,b},{a,c}},

o ={0,X,{a},{a,c}} y f : (X,7) = (X,0) la funcion identidad. Si se define
v,y 12X = 2% y(A) = int,(A) y y/(A) = int,(A). Observe que para todo U €
oc=0", fYU)=U €7 =1, por tanto f es (v,7)-continua. Pero {a} € o,
f'H{a}) = {a} no es un conjunto ~y-clopen, por tanto f no es (v,7')-continua

fuerte.

El siguiente ejemplo muestra una funcion (v, v')-abierta débil que no es (-, v')-

contra cerrada.

Ejemplo 2.23 Sea X = {a,b,c}, 7 = {0, X, {a}, {b},{a,b}},

o ={0, X {a}.{c} . {b.c}.{a,c}} y f: (X, 7) = (X, 0) definida f(c) = by f(a) =
f(b) = c. Si se define v, : 2% — 2%, v(A) = int.(A) y v (A) = int,(A). Observe
que para todo U € 7 = 17, f(U) C int” (f(cl"(U))) por lo que f es (v,7')-abierta
débil. Ademds, {c} es y-cerrado y f({c}) = {b} ¢ o7, por lo que f no es (v,7')-

contra cerrada.

El siguiente ejemplo exhibe una funcién (-, ~)-abierta débil que no es (y,~')-

abierta.

Ejemplo 2.24 Sea X ={a,b,c}, 7 =10, X, {c}, {a}, {a,c}},
o=A{0, X, {b}, {a,b}, {b,c}} v [f: (X,7) = (X,0) la funcién identidad. Si se
define v,y : 2% — 2% ~y(A) = int.(A) y v (A) = cl,(int,(A)) Uint,(cl,(A)). Los

siquientes conjuntos son ~'-abiertos:

f(el(0)) =0, flel(X)) = X, flel-({c})) = {b,c},
flclz({a})) ={a, b}, f(c-({a,c})) = X.

Observe que para todo U € 7 =77, f(U) C int” (f(cl’(U))) por lo que f es (vy,7')-
abierta débil. Por otra parte, observe que {a} € 77 y f({a}) = {a} no es ' -abierto,

pues
{a} & clo(int,({a})) Uint,(cl,({a})) = 0
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Por tanto f no es (v,7')-abierta.

El siguiente ejemplo exhibe una funcién (v, ~')-cerrada débil que no es (v, v')-

contra abierta.

Ejemplo 2.25 Sea X = {a,b,c}, 7 = {0, X, {c}, {a.c}}, o0 = {0. X, (b}, {b.c}}
y [ (X,7) = (X,0) la funcién identidad. Si se define v, : 2% — 2% ~(A) =

int.(A) y ' (A) =int,(A), entonces para cada conjunto y-cerrado se tiene:

0 = cl(fint(0))) S f(0)=0
X = d(f(int(X))) C f(X)=
0= cl(f(int({a.0})) < f({a,b}) = {a,b}
B = bel(f(int({})) < F({b}) = {b}

Por tanto f es una funcion (v,v')-cerrada débil. Por otra parte, observe que {c} es

v-abierto y f({c}) = {c} no es y'-cerrado, por tanto f no es (v,~')-contra abierta.

El siguiente ejemplo muestra una funcién (v,7')-cerrada débil que no es

(7v,7')-cerrada.

Ejemplo 2.26 Considere el Ejemplo f es una funcion (v,v')-cerrada débil.
Por otra parte, observe que {b} es y-cerrado y f({b}) = {b} no es '-cerrado, asi f

no es (vy,v")-cerrada.

El siguiente ejemplo exhibe una funcién (v, 7')-abierta que no satisface la

condicién (v, 7')-abierta débil interior.

Ejemplo 2.27 Considere el Ejemplo f es una funcion (v,~')-abierta. Pero
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{oyery
it (f(c0({b}))) = bint(f(cl({D})))
= bint(f(X))
= bint(X)
= X
¢ {v}
= J({b})

Ast, f no satisface la condicion (y,~')-abierta débil interior.

(
(

El siguiente teorema es una generalizacién de los Teoremas [1.7] y [1.9]

Teorema 2.8 Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcion, v y ' operadores mondtonos
asociados a las topologias T y o respectivamente. Entonces las siguientes proposicio-

nes son equivalentes:
(1) fes (v,7)-abierta débil.

(2) Para cada x € X y cada conjunto y-abierto U tal que x € U, existe un conjunto

v -abierto V tal que f(x) € V C f(cV(U)).
(3) flint? (7 (U))) C int? (f(cl'(U))) para cada y-abierto U en X.

(4) f(int"(F)) Cint” (f(F)) para cada y-cerrado F en X .

Demostracién: (1 = 2) Sea x € X y U un conjunto y-abierto tal que z € U.
Como f es (7,7')-abierta débil, entonces f(U) C int” (f(cl?(U))). Como z € U,
entonces f(z) € int” (f(cl?(U))), esto implica que existe un conjunto +'-abierto V'
tal que f(z) € V C f(cl"(U)).

(2 = 3) Sea U un conjunto y-abiertoy z € f(int”(cl’(U))), entonces z = f(z)

para algin z € int?(cl7(U)). Por hip6tesis existe un conjunto +-abierto V' tal que

2= f(x) €V C f(c(int"(c"(U))))
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En consecuencia,

eV = int"(V)
int” (f(cl(int?(c?(U)))))
C ot (f(c(U)).

N

(3 = 4) Sea F un conjunto 7-cerrado, entonces cl’(F) = F e int"(F) es

~v-abierto, luego por hipétesis se tiene que

f(int” (F))

N

J(int" (el (int"(F)))

N

int” (f(cl"(int"(F))))
int” (f(cl”(F)))
int” (f(F)).

N

(4 = 1) Sea U un conjunto vy-abierto, entonces U = int?(U) y cl?(U) es un

conjunto y-cerrado, luego por hipdtesis se tiene que,

f) f(int™(U))
f(int? (e (U)))

C int” (f(c(U)))

N

En consecuencia, f(U) C int” (f(cl?(U))) y por tanto f es (v,7')-abierta débil. =

El siguiente teorema es una generalizacién del Teorema [1.8|

Teorema 2.9 Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcidn biyectiva, v y ' operadores
mondotonos asociados a las topologias T y o, respectivamente. Entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes:
(1) fes (v,7)-abierta débil.
(2) " (f(U)) C f(c'(U)) para cada vy-abierto U en X.
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(3) " (f(int"(F))) C f(F) para cada vy-cerrado F en X .

Demostracién: (1 = 3) Sea F' un conjunto ~y-cerrado en X, entonces X \ F es

~v-abierto en X, luego por hipdtesis se tiene que,

FIX\F) <
FIX\F) <
FXONFF) <
YAFF) <
YAFF) <

o (f(int"(F))) €

it (f(cl(X \ F)))
int” (f(X \ int"(F)))
int” (f(X)\ f(int" (F)))
int” (Y \ f(int"(F)))
Y\ el (f(int"(F)))
f(F).

(3 = 1) Sea U un conjunto y-abierto en X, entonces X \ U es un conjunto

~v-cerrado en X, luego por hipotesis se tiene que,

(it (X \U))) € fX\U)
AV (F(X\(U)) S FIX\U)
" (F(X)\ f(e(U)) S FX)\ FU)
'Y\ f(e(U)) S Y\ fU)
Y \int” (f(c'(U))) € Y\ f(U)
FU) € it (f(c(U))).

En consecuencia f(U) C int” (f(cl’(U))) y por tanto f es (v,7')-abierta débil.

(2 = 3) Sea F' un conjunto y-cerrado en X, entonces F' = cl?(F) y puesto

que int?(F) es un conjunto y-abierto en X se tiene por hipétesis que,

el (f(int"(F)))

N

f (e (int” (F)))
C fe'(F))
f(F).
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(3 = 2) Sea U un conjunto y-abierto en X, entonces U C int?(cl?(U)).

Ademas, puesto que ¢l?(U) es un conjunto y-cerrado en X, por hipdtesis se tiene

que, c(f(U)) € ' (f(int?(c*(U)))) € f(el(U)). .

Teorema 2.10 Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcion biyectiva, v y ' operadores
mondtonos asociados a las topologias T y o, respectivamente. Entonces, f es (7v,7')-

abierta si y sélo si f es (v,7')-cerrada.

Demostracién: (Suficiencia) Sea f una funcién (,~)-abierta y F' un conjunto ~-

cerrado en X, entonces X \ F' es y-abierto en X. Como f es (,7')-abierta, entonces
FX\F) = int" (f(X \ F))
Puesto que f es inyectiva, se tiene que
JIXNF) = f(X)\ f(F)
Ademas, como f es sobreyectiva, se obtiene que
JIXAF) =Y\ f(F)

En consecuencia,

Y\ f(F) =it (Y \ f(F))

De donde se obtiene por dualidad que

Y\ F(F) =Y\ (f(F))

Tomando complemento, se concluye que f(F) = cl?' (f(F)). Asi, f(F) es ~'-cerrado
y por tanto f es (,7')-cerrada.
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(Necesidad) Sea f una funcién (v,')-cerrada y U un conjunto 7y-abierto en

X, entonces X \ U es ~y-cerrado en X. Como f es (v,7)-cerrada, entonces

FIX\U) = (F(X\U))

Puesto que f es inyectiva, se tiene que

JIXAU) = F(X)\ F(U)

Ademas, como f es sobreyectiva, se obtiene que

FIXAU) =Y\ f(U)
En consecuencia,
Y\ F(U) =" (Y\ f(U))

De donde se obtiene por dualidad que

YA\ f(U) =Y \int” (f(U))
Tomando complemento, se concluye que f(U) = int” (f(U)). Asi, f(U) es v'-abierto
y por tanto f es (,7')-abierta. .

El siguiente teorema es una generalizacion de los Teoremas y

Teorema 2.11 Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcion, v y v operadores mondtonos
asociados a las topologias T y o, respectivamente. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:
(1) f es (v,7")-cerrada débil.
(2) " (f(U)) C f(c'(U)) para cada ~y-abierto U en X.

(3) V' (f(int" (cl"(U)))) C f(cl"(U)) para cada subconjunto U de X.
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Demostracién: (1 = 2) Sea U un conjunto y-abierto en X, entonces ¢l?(U) es un

conjunto vy-cerrado en X. Como f es (,7)-cerrada débil, entonces

AV (F(U)) = ' (f(int(V)))
C el (flint (e (U))))
C f((U)).

Por tanto ¢l (f(U)) C f(cl?(U)).
(2 = 3) Sea U cualquier subconjunto de X, entonces int?(cl?(U)) es un

conjunto y-abierto en X, asi por hipdtesis se tiene que,

Y (f(int(c(U)))) € f(cl(int? (7 (U))))
C fle(c"(U)))
f(el(U)).

Por tanto ¢l (f(int?(cl’(U)))) C f(cl?(U)).
(3 = 1) Sea U un subconjunto v-cerrado en X, entonces U = ¢l?(U). Por

hipétesis se tiene que,

A (flint(U))) C el (f(int"(cl'(U))))
C f(cd"(U))
= f(U).

Asi, el (f(int"(U))) C f(U) lo cual implica que, f es (7, ')-cerrada débil. .

Definicién 2.10 Sea (X, 7) un espacio topolégico y v un operador mondtono aso-
ciado a la topologia 7. Se dice que X es un espacio y-reqular si para cada conjunto

v-cerrado F y cada © ¢ F, existen conjuntos y-abiertos disjuntos U y V tales que

reUyFCV.
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El siguiente teorema caracteriza los espacios vy-regulares.

Teorema 2.12 Sea (X, 7) un espacio topolégico yy un operador mondtono asociado

a la topologia T. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) X es un espacio y-reqular.

(2) Para cada x € X y cada conjunto v-abierto U, tal que v € U, existe un
conjunto y-abierto V tal que x € V- C cl"(V) C U.

(3) Cada conjunto y-cerrado F,

F = ﬂ{cl”(V) :FCV yV es y-abierto}

(4) Si ANU # 0 y U es un conjunto y-abierto, existe un conjunto y-abierto V tal
que ANV # 0 yc(V)CU.

(5) SiANFE # 0, A# (0 y F es un conjunto y-cerrado, existen conjuntos y-abiertos
V, W tales que ANV £0, FCW yWnNV ={.

(6) Para cada conjunto v-cerrado F y x ¢ F, existen conjuntos U y V' tales que,
U es y-abierto, V es vy-g abierto, v € U, FCV yVNU = 0.

(7) Si ANF =0 y F es un conjunto y-cerrado, existen conjuntos U y V tales
que, U es v-abierto, V es y-g abierto, ANU #0, FCV yVNU=0.

(8) Para cada conjunto ~y-cerrado F,

F = m{cW(V) :FCVyV esv-g abierto}

Demostracién: (1 = 2) Suponga que x € U y U es un conjunto 7y-abierto, entonces
X\ U es un conjunto -cerrado tal que z ¢ X \ U. Por hipétesis, existen conjuntos -

abiertos disjuntos V' 'y W tales que x € V'y X\U C W. Observe que V. C X\W C U,
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como X \ W es un conjunto vy-cerrado se tiene que V C cl?(V) C X \ W C U, por
tanto z € V C (V) C U.

(2 = 3) Si F' es un conjunto y-cerrado y x ¢ F, entonces X \ F' es un conjunto
v-abierto tal que z € X \ F. Por hipétesis, existe un conjunto v-abierto U tal que
relUCc(U)CX\F,asi F C X\ c"(U). Sea V= X\ cl?(U), entonces V es

un conjunto y-abierto y F' C V' luego
FC ﬂ{cl”V :F CVyV es~y-abierto}.

Por otra parte, observe que x € U, U es v-abierto y U NV = (), lo cual implica que

x ¢ (V') de donde se obtiene que ¢l” (V') C F, en consecuencia,
ﬂ{cﬂ‘/ :FCVyV esy-abierto} C F

Por tanto,

ﬂ{cl”V :F CV yV esy-abierto} = F

(3 = 4) Suponga que U es un conjunto y-abierto y x € ANU, entonces X \ U
es un conjunto vy-cerrado y ¢ X \ U. Por hipdtesis, existe un conjunto ~y-abierto
Wtal que X\U C W yax ¢ cd(W). Sea V= X\ cl”(W), entonces V es un
conjunto y-abierto, z € V.y VN A # (). Ademds, como W C cl7(W) se tiene que,
V=X\cd"W)CX\W CU,luego cl"(V) Cc(X\W)=X\W CU,en
consecuencia, cl’(V) C U.

(4 = 5) Suponga que ANF # (), A # 0 y F es un conjunto ~y-cerrado.
Entonces X \ F' es un conjunto v-abierto y (X \ F') N A # (). Por hipétesis, existe
un conjunto y-abierto V tal que ANV #£ 0y (V) C X\ F. Sea W = X\ cl?(V),
entonces W es un conjunto ~vy-abierto, F C W y VW = ().

(5= 6) Si F es un conjunto y-cerrado y x ¢ F, entonces para y € F se tiene
que {z,y} N F # 0y {x,y} # 0. Por hipétesis, existen conjuntos U y V 7-abiertos
tales que {z,y} NU # 0, F CV y VNU = (). Observe que x € U, pues en caso
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contrario se tendrfa que y € U, y € F C V, lo que implica que VN U # 0, lo
cual no es cierto. Ademads, como todo conjunto y-abierto es v-g abierto, se tiene que
existen conjuntos U y V tales que U es y-abierto, V' es y-g abierto, z € U, FF C V
yVnU =0.

(6 = 7) Suponga que AN F = () y F es un conjunto -cerrado, entonces si
x € A se tiene que x ¢ F. Por hipdtesis, existen conjuntos U y V tales que U es
v-abierto, V es v-g abierto, z € U, FCV yVNU =0. Comox € Ayz e U,
entonces ANU # ().

(7 = 8) Si F es un conjunto ~y-cerrado y x ¢ F, entonces {z} N F = (.
Por hipdtesis, existen conjuntos U y V tales que U es ~y-abierto, V' es ~y-g abierto,

{x}NU #0, FCV yVnNU = (. Observe que,
FC m{cl”’(V) :F CVyV esy-g abierto}

Por otra parte, como x N U # (), entonces x € U y puesto que U es vy-abierto y
V' NU = 0 se concluye que = ¢ ¢l (V), esto implica que cl7(V) C F, de donde se
obtiene que

ﬂ{cl”(V) :F CV yV esy-g abierto} C F

Por tanto,

F = ﬂ{ch(V) :F CV yV esy-g abierto}

(8 = 1) Sea F' un conjunto ~y-cerrado y « ¢ F. Entonces por hipétesis, existe
un conjunto -g abierto W tal que F C Wy x ¢ ¢l (W). Puesto que F es y-cerrado
y W es y-g abierto tal que F' C W, entonces F' C int?(W). Sea U = X \ c["(W) y
V = int"(W), entonces U y V' son conjuntos y-abiertos tales que x € U, F C V' y

V NU =0, lo cual implica que X es un espacio y-regular. .
El siguiente teorema es una generalizacién del Teorema [1.13]

Teorema 2.13 Sea f: (X, 7) — (Y, 0) una funcion, X un espacio y-reqular y -y, ~'

operadores monotonos asociados a las topologias T y o, respectivamente. La funcion
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fes (v,7)-abierta débil si y solo si f es (v,7')-abierta.

Demostracion: Solo se muestra el sentido directo, pues el reciproco ya esta de-

mostrado en el Teorema [2.7] (3).

Suficiencia) Suponga que f es (v,7)-abierta débil y sea U un subconjunto
ponga q Y Yy J

~v-abierto no vacio en X, entonces como X es un espacio vy-regular se tiene que para

cada x € U existe un subconjunto y-abierto G, en X tal que
r€ G, Ccdl(G,) CU.
Luego, U = | J{G, : x € U} CU{cl"(G,) : x € U}, asi

FU)y = f( Gz eU})

U/ (Ga) 12 € U}

H{int” (f(cl(G))) : € U}
int” (| {f(cl"(Ga)) - z € U})
int” (f({c(G,) -z € UY))
int” (f(U))

hm N

N

Asi, f(U) C int" (f(U)) lo cual implica que f(U) = int"' (f(U)) y por tanto f es

(v,7")-abierta.
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Capitulo 3
FUNCIONES (o, 5,0,0,7)-CONTINUAS, uu/-CONTINUAS,
ui/'-ABIERTAS Y ALGUNAS APLICACIONES

Muchas formas generalizadas de continuidad descansan en el hecho que la
imagen inversa de un subconjunto por una funcién satisfaga cierta propiedad en el
dominio cuando dicho subconjunto posea cierta propiedad en el codominio de la
funciéon. De manera similar, se tiene que diversas formas generalizadas de la nocion
de funcién abierta vienen expresadas por el comportamiento de las imagenes direc-
tas de una funcién con respecto a ciertas propiedades consideradas sobre el dominio
y codominio, respectivamente. Estas propiedades a las que se hacen mencién, pue-
den estar determinadas por ciertas estructuras, tales como una topologia (caso més
clésico y bésico) o, como se mostré en el capitulo anterior, un operador asociado a
una topologia. También pueden venir determinadas por otras nociones tales como,
una m-estructura ([6], [18], [26], [27], [25], [22], [23] [30])) o una topologia generali-
zada ([2], [14], [13]), que si bien no se introdujeron en los capitulos anteriores puede
consultarse las referencias dadas para ahondar en mayores detalles. En este capitu-
lo, se introduce en forma abstracta nociones que engloban muchas de las formas
generalizadas de continuidad y funciones abiertas. Se estudian éstas, a través de ge-
neralizaciones de los resultados obtenidos en [31] y daremos algunas aplicaciones en
el caso de topologias generalizadas o estructuras minimales, exhibiendose asi que no
sélo podemos generalizar los resultados del capitulo anterior ([4],[7],[5],[15]), si no
también que el estudio de muchas formas generalizadas de continuidad introducidas
recientemente ([2], [6], [14], [13],[19], [26], [27], [25],[30]), puede reducirse a un sélo

marco conceptual.



3.1. Funciones (o, 3,60,0,7)-continua

Considerando la nocién de operaciones e ideal, en esta seccién se introduce
una nociéon de funciones continuas que permite reducir muchas formas generalizadas

de continuidad.

Se comienza introduciendo una version mas general que la nociéon de
(o, 8,0, 0,T)-continuidad introducida por Vielma y Rosas en [31]. En este caso,
se consideran conjuntos no vacios X e Y, un ideal propio T de X, y aplicaciones
a,B:2% — 2% y 0,0 :2Y — 2Y conocidas como operaciones ([14]), en lugar de
operadores asociados, donde 2% y 2¥ denotan partes de X y partes de Y, respecti-
vamente. Recuerde que un ideal Z en X ([I7], [29]), no es més que una coleccién no

vacia Z C 2% que satisface las dos condiciones siguientes:
(1) A€ Zy B C Aimplica que B € 7,
(2) A€ Zy B e€Zimplicaque AUB € T.

Ademés, se dice que el ideal es propio si X ¢ 7.

Definicién 3.1 Una funcion f @ X — Y se dice («,5,0,0,T)-continua, si
a(f~HOWV))\ B(fHO(V)) € T para todo V C Y.

El orden parcial sobre 2% dado por la inclusién conjuntista, induce un orden parcial

<, sobre las operaciones en X, segiin lo siguiente:

BB & VACKX; B(A)C B (A

De manera similar, de las operaciones conjuntistas y funcionales, se derivan nuevas

operaciones, dadas 3, 5* : 2% — 2%, Asf, se definen:

(BAB7)(A) = B(A) NG (A),
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(BVB)(A) = B(A) U B (A),
(B67)(A) = B(B"(A)),
(XA 9)(A) = X\ 5(A).

By 5* se dicen mutuamente duales ([9]), si BAS* =iy, donde ix(A) = A para todo
A C X denota la operacion identidad sobre X.

Si bien en la Definicién [3.1] no figuran las nociones de espacio topoldgico ni
operador asociado, se tienen los siguientes resultados cuyas pruebas son similares a

las dadas en [31].

Teorema 3.1 Sean o,a*,B3,5* : 2% — 2%, 0,0*,0 : 2¥ — 2V operaciones, T un

tdeal en X y f: X — Y una funcion. Entonces:

i) para  mondtona y 0 < 0%, f («a,3,0,0,T)-continua implica f («, 3,60%,0,7)-

continua;
it) para o < «, f (o, 8,0,0,T)-continua implica f (*,3,0,0,T)-continua;
iii) para B < B*, f («, B,0,0,T)-continua implica | (o, B*,0,0,T)-continua.
Demostracion:

(i) Puesto que f es («,f3,6,0,Z)-continua, entonces para cada V' C Y se tiene

que,

a(fHOVIN\B(fH(O(V))) € T,
ahora como 6 < 6*, entonces 0(V) C 6*(V), asi f~1(O(V)) C f=H(6*(V)).
Como (3 es mondtona, se tiene que B(f~1(0(V))) C B(f~1(6*(V))) por tanto,
a(fHOVIN\BUTHE" (V) S alf~(OV))\BUH(O(V))) €T,
en consecuencia, a(f~1(d(V))) \ B(f~1(#*(V))) € I y por tanto f es
(o, B,0%,0,T)-continua.
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(ii) Sea V C Y, como a* < « se tiene que,

o (f7HA(V))) C alf7HA(V))),
de donde se obtiene que,
(fHOVINN\BUHOWV))) S alfHOV)))\ BUFHO(V)))
como f es (a, 3,6,0,T)-continua se tiene que,
a(fHOV))\B(FHO(V)) €T,
y dado que T es un ideal en X se concluye que,
a(fTHOWM N\ BFHO(V))) € T,

lo cual implica que, f es (a*, 3,0, 0,Z)-continua.

(ili) Sea V C Y, como f es (a, 8,0,, T)-continua se tiene que
a(fHOVIN\B(fHO(V))) € T,
como 3 < 8%, entonces
BUFHOV))) € B (fHO(V))),
de donde se obtiene que,
a(f~HOWMN\ B (FTHOV)) S a(fTHOV))\B(HO(V) € T,

€1 consecuencia,

a(fHEWV))\ B (fTH(0(V))) € T,
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asi se obtiene que f es (a, 8,0, 0,Z)-continua. .

Teorema 3.2 Sean o, 3, 3% : 2%X — 2%, 0,.0%,0 : 2¥ — 2Y operaciones, T un ideal

en X y f: X —Y una funcion. Entonces:

i) fes (a,B,0 N 0*0,T)-continua si y sélo si f es («,[3,0,0,T)-continua y
(o, B,0%,0,T)-continua; siempre que [ satisfaga (AN B) = B(A) N B(B),

cualesquiera sean A, B C X.

i) f es (a,B N 5%,0,0,T)-continua si y sélo si f es («a,[,60,0,T)-continua y
(o, 5%, 0,0, T)-continua.

Demostracién:

(i) (Necesidad) Si f es a la vez (o, 3,60,0,Z) v («, 5,0%,0,T)-continua, entonces

para cada V C Y se tiene que,
alfHEVN\BUHOV)) €T y
a(fHEWV))\ B0 (V) € T,
entonces,
[a(f OV B OV U [a(fHOVIN\ B HE (V)] € T.

Pero,

[a(f VM BUHEVINTU [a(fH@VIN\BUHO" (V)]
a(fHOWVI N\ IBUHOWV))) N B (V)]

a(f O\ BLFHOWV) N fH e (V)]
a(fHOWVMN\ B HOV) N o™ (V)]
a(f OV N\ BIFHO A" (V)]
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en consecuencia, f es («a, 8,0 A 0*,0,T)-continua.

(Suficiencia) Si f es (a, 8,0 A 0*,0,T)-continua, entonces para cada V C Y se
tiene que,

a(fHOVIN\ BTN (V)] €T,
de la implicacion anterior se obtiene que,
a(fHOWN\ BN (V)] =
[a(fT @D\ BUHOEV)N Ula(f T @VIN\BUHE (V)] €T,
lo cual implica que,
a(fHOVIN\BUHOWV)) €T y

a(fHOVI\B(FHO" (V) € T,
en consecuencia, f es (a, 3,0,0,T)-continua y («, 3, 60%,0,Z)-continua.

(ii) (Necesidad) Si f es («a, 3,6, 0,Z)-continua y («, 5*, 6,0, Z)-continua, entonces

para cada V C Y se tiene que,

a(fTHOVIN\BUTHOV)) €T y

a(fTHOVIN\B(fTH (V) €T

entonces,

[a(f @V BUHOVMIU [alFH@VIN\ B (FHOV)] €T
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pero,

[a(fH WM\ BUHEVINIU [a(fH@VIN\ B (fHOV))] =
a(f WM\ B HOV)) N B (FHO(V)] =
a(fTHEWV N\ (BAB)(fHO(V))),

lo cual implica que, f es (a, 5 A 5%,0,0,T)-continua.

(Suficiencia) Si f es (a, B A 5%, 60,0, T)-continua, entonces para cada V C Y se
tiene que,

a(f @M\ BAB)HOV) €T

de la implicacién anterior, se obtiene que,

a(fH @V (BAB)fTHOV))) =

(/@MW BUHOVIMI U [alfFH@V))\ B*(FH(O(V)))] € T,

lo cual implica que,

a(fHOVIN\BUHOV)) €T y

a(fHEWV))\ B (fH(0(V))) € T,

en consecuencia, f es (a, 3,60,0,Z)-continua y («, 5%, 60,0, Z)-continua. .

Teorema 3.3 Sean o, 3 : 2% — 2%, 0,0%,0 : 2Y — 2Y operaciones e I un ideal en
X. Sif:X =Y es(a,pB,0,0,I)-continua y B(f~H(B)) C Bf1(0*(B)), para todo
B CY, entonces [ es («,3,0%0,0,T)-continua.

Demostracién: Sea V' C Y entonces como f es («,[3,0,0,T)-continua se tiene

a(fHOVIN\B(H(O(V))) €T,
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considerando B = 6(V'), por hipétesis se tiene que,

BUHOW))) S BUHO°(O(V)) = B (070(V))),

asi,

a(fTHOWVIN\BFHET(V))) S alfHEVIN\BUHO(V))) € T,

en consecuencia,

a(f OV \ B HO"0(V))) € T,

lo cual implica que, f es («, 3,60%0,0,T)-continua. .

3.2. pup'-continuidad

En esta seccién se introducen dos nociones que permiten reducir muchas for-

mas generalizadas de continuidad y de funciones abiertas a un sélo marco conceptual.

Sean X, Y conjuntos no vacios y p C 2%, p/ C 2¥ colecciones cualesquiera.

Definicién 3.2 Una funcién f: X =Y se dice uu'-continua si f~(V) € p siem-

pre que V € 1.

Definicién 3.3 Una funcion f: X — Y se dice up'-abierta, si f(U) € ' siempre
que U € p.

Observaciéon 3.1 Una topologia generalizada sobre un conjunto X ([13]), es una
coleccion p de subconjuntos de X, tal que ) € p y p es cerrada bajo uniones arbitra-
rias. Asi, si en la Definicion wy i son topologias generalizadas sobre X e Y,
respectivamente, se tiene justamente la nocion de funcién (u, p')-continua introduci-

da en [13]. Mientras que, si en la Definicion[3.3, p y i/ son topologias generalizadas
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sobre X e Y, respectivamente, se tiene la nocion de funcién (pu, p')-abierta introduci-
da en [19]. En [18], se introduce la nocion de estructura minimal sobre un conjunto
X, como una coleccion my de subconjuntos de X, tal que ) € mx y X € mx.
Ademds, se dice que mx tiene la propiedad de Maki si es cerrada bajo uniones
arbitrarias. Luego, si en la Definicion w=mx y i = my son estructuras mi-
nimales, se tiene la nocion de funcién (my,my)-continua ([22/). Mientras que, si
en la Deﬁm'cz’én pw=mx y ' =my se tiene la nocion de funcién (my,my)-
abierta ([23]). Por otra parte, también son casos particulares de la Definicion
las formas generalizadas de continuidad introducidas en [27, Definicion 2.6(vii)],
[30, Definicion 3.1], [30, Definicion 3.13], [27, Definicion 3.1], [27, Definicion 3.2],
y [6, Definicion 4.1]. Asi como también son caso particulares de la Deﬁnicio’n
las nociones introducidas en [27, Definicion 2.6(iii)-(vi)], [27, Definicion 3.14], [25,
Definicion 3.3/, [25, Definicion 3.6/, [25, Definicion 3.7]. Otros casos particulares
de la Definicion son los items: (1), (2), (5), (15)-(18), (23) de la Definicion
y (1), (4), (11) de la Definicion|[2.9 Asi como también otros casos particulares
de la Definicion son los items: (3), (4), (6)-(14), (19)-(22) de la Definicion
y (2), (3), (5)-(10) de la Definicion [2.9

Cualquier colecciéon p de subconjuntos de un conjunto X, determina de ma-

nera natural una operacién 6, : 2% — 2%

A, si A es un miembro de p
QM(A) =

X , caso contrario

En el caso que p sea una topologia generalizada, se tienen otras operaciones impor-

tantes por sus aplicaciones. Asi, tenemos ([13]):

i(A) = J{U:UCAyUep}

c(A)=({V:ACVyX-Veupu}
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Note que, siempre ¢, < ix < 0,,. Similarmente, en el caso de una estructura minimal

mx en X, tenemos ([§]):
mx-Int(A) = | {U: U C Ay U emx},

mx-Cl(A) = {V:ACVyX -V emx}.

Note que, mx-Int < ix < 0,,,. Ademés mx-Int(A) = A, si A € mx. Mientras que
mx-Int(A) € mx, siempre que mx sea una estructura minimal con la propiedad de

Maki ([8]).

Observaciéon 3.2 Toda estructura minimal con la propiedad de Maki es una topo-
logia generalizada. Pero no toda topologia generalizada es una estructura minimal,

salvo en el caso particular de una topologia generalizada fuerte ([11]).

Los siguientes resultados relacionan la nocién pp'-continuidad, con la nocién
de (a, B, 6,0, T)-continuidad, lo cual permitira obtener en forma mas expedita algu-

nas propiedades de las funciones pp’-continuas.

Teorema 3.4 Sean X, Y conjuntos no vacios y sean p C 2%, p/ C 2Y colecciones
arbitrarias. St X € u, entonces f: X =Y es pup'-continua si y sélo si f: X =Y

es (0, ix,0,0, 1y, {0})-continua.

Demostracién:

(Suficiencia) Suponga que f : X — Y es uu/-continua. Sea V' un subconjunto
de Y perteneciente a p'. Entonces, 0,,(V) =V y 0,(f~*(V)) = f~1(V). Segin esto,
se tiene que

0.(f iy (V) = F7H (V) = ix(f (0w (V).

Lo que trivialmente implica,

0,(f " (iv(V))) S ix(f 7 (0 (V)
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En el caso que V' no pertenezca a 1/, 6,,(V) =Y, entonces

0.(f(iy(V)) € X = f1(Y) = ix(fT'(0.(V))).

Asi
0u(f iy (V) \ix(f ' (00 (V) = 0,

para todo subconjunto V' C Y. En consecuencia, f es (0,,ix,0,, iy, {0})-continua.

(Necesidad) Suponga ahora que f: X — Y es (0,,ix,0,,1iy,{0})-continua.
Entonces 0, (f(iy (V) \ ix(f~' (8, (V))) = 0, para todo V C Y. Lo que implica
que 0,(f7HV)) C f71(6,(V)). Segin esto, si para algtin V; ocurre que V; pertenece
a 'y f71(Vh) no estd en u, se tendria que X C f~1(Vp). Asi f~1(Vy) = X, que por
hip6tesis, implica que f~1(V}) estd en p, lo cual es una contradiccién. Asi, f~H(V)

estd en pu siempre que V estd en y'. Es decir, f es uu/-continua. .

Inmediatas consecuencias del Teorema [3.4] de la Observacion [3.1] y el hecho

que () € T para cada ideal Z en X, son las siguientes.

Corolario 3.1 Para una funcion f: X —Y y cualquier ideal I, se tiene que:
i) siX epyfes(u,p)-continua, entonces f es (0,,ix,0,,1iy,T)-continua,
i) si f es (mx, my)-continua, entonces f es (Opmy,ix, Omy iy, L)-continua.

Demostracion:

i) Como X € py f es pp'-continua, el Teorema implica que, f es
(0,ix, 00,0y, {0})-continua. Asi, 0,(f iy (V) \ ix(f(0,(V))) = 0, pa-
ra todo V' C Y. Puesto que, {0} € Z, cualquiera sea el ideal Z, se con-
cluye que, 6,(f iy (V) \ ix(f~1(0,(V))) € Z, lo cual implica que, f es

(0,,ix,0,, iy, T)-continua.
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ii) Si f es (my,my)-continua, entonces por el Teorema , fes
(Omxix, Omy s iy, {0})-continua. Asi, O, (f 7 (iy (V) \ix(f (O (V) =0
para cada V C Y. Puesto que para cualquier ideal Z, {#} € Z, se conclu-

ve que, O (f 1 iy(V)) \ ix ([~ (0my (V) € Z, lo cual implica que, f es

(Omx» ixy Oy, iy, Z)-continua. .

En el caso que p sea una topologia generalizada, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.5 Si p es una topologia generalizada tal que X € p, y ' es cualquier
coleccion de subconjuntos de Y, entonces f : X — Y es uu'-continua si y sélo si

f:X =Y es(ix, iy, 0,0y, {0})-continua

Demostracién:
(Suficiencia) Suponga que f : X — Y es uu/-continua. Sea V' un subconjunto
de Y perteneciente a /. Entonces 0, (V) =V y ix(f~(V)) =i, (f~(V)) = f~1(V).

Segun esto, se tiene que

Lo que trivialmente implica,
ix(f7 iy (V) Ciu(f 7 (00 (V).
En el caso que V no pertenezca a p, 6,,(V) =Y,y como X € p, entonces
ix(f 7 iy (V) € X = iu(X) = iu(f71(Y) = iu(f T (0 (V).

Asi,
ix(f 7 iy (VD)) \iu(F 7 (0w (V) = 0,

para todo subconjunto V' C Y. En consecuencia, f es (ix, iy, 6,/, iy, {0})-continua.
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(Necesidad) Suponga ahora que f : X — Y es (ix,i,, 60,1y, {0})-continua.
Entonces ix(f~(iy(V))) \ i.(f1(0,,(V))) = 0, para todo V C Y. Lo que im-
plica que f~(V) C i,(f~*(0,(V))). Segin esto, si para algin V; ocurre que V;
pertenece a g/ y f71(Vp) no estd en pu, se tendria que f~1(Vo) C i,(f 1 (Vh)).
Ast (Vo) = i,(f*(Vb)), que por hipdtesis, implica que f~*(Vp) estd en pu, lo
cual es una contradiccién. Asi, f~1(V) estd en u siempre que V estéd en p/. Es decir,

f es pp'-continua. .

Observacién 3.3 De acuerdo a lo serialado en la Observacion [3.3, la hipdtesis del
teorema anterior es satisfecha por cualquier topologia generalizada fuerte p sobre X,
asi como también por cualquier estructura minimal mx con la propiedad de Maks.

También se obtienen como casos particulares [15, Teorema 2.1] y [7, Teorema 3.2].

Inmediatas consecuencias del Teorema de las Observaciones 3.1y 3.2 y

el hecho que () € Z para cada ideal Z en X, son las siguientes.

Corolario 3.2 Para una funcion f: X — Y y cualquier ideal Z, se tiene que:
i) si X epyfes(pp)-continua, entonces f es (ix,iu, 0,1y, T)-continua,

it) si f es (mx,my)-continua, entonces f es (ix,mx-Int, 0, iy, T)-continua,

siempre que my tenga la propiedad de Makz.

Demostracién:

i) Si f es (u,p')-continua, por el Teorema , fes (ix,i,,0,, iy, {0})-continua.
Ast, ix (f iy (V) \iu(f~H(0,,(V))) = 0 para cada V C Y. Puesto que para

cualquier ideal Z, {0} € Z, se concluye que f es (ix,i,,0,,iy,T)-continua.

ii) Si f es (mx,my)-continua, como mx tiene la propiedad de Maki, entonces por

el Teorema 3.5, f es (ix, mx-Int, Oy, iy, {0})-continua. Asf, ix(f~(iy(V)))\
mx-Int(f~1(0,,, (V))) = 0 para cada V C Y. Puesto que para cualquier ideal

Z, {0} € Z, se concluye que f es (ix, mx-Int,0,,, iy, Z)-continua. .
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El Teorema [3.5], también generaliza el resultado obtenido por Vielma y Rosas
en [31, Teorema 2.1], el cual se obtiene considerando p = 7y ' es la interseccién

de los subconjuntos que poseen la propiedad P con la topologia o.

De manera similar al Teorema [3.5] también se tiene la siguiente caracteriza-

cién para las funciones pp’-abiertas.

Teorema 3.6 Una funcion f : X — Y es uu'-abierta si y sélo si f : X =Y es

(iua Cys byt Uy {0})-continua.

Demostracién:

(Suficiencia) Sea B C Y y suponga que x € i,(f*(B)), por la definicién
de i, existe un U € p tal que z € U C f~'(B). De la inclusion U C f~'(B),
se sigue que para cada u € U se tiene que f(u) € f(U) C f(f~Y(B)) C B. Asi,
f(u) € f(U) C B, por hipétesis, f(U) € ' lo cual implica que, f(u) € i,y(B). En
consecuencia, u € f'(i,/(B)). Esto nos dice que z € U C f~!(i,y(B)), en conse-
cuencia © € 4,(f (i, (B)), resultando la inclusién, i,(f~1(B)) C i,(f (i, (B)).
Luego, i, (f (iv(B))) \ i (f1(iw(B)) € {0}, y ast f es (iy, iy, i, iy, {0})-continua.

(Necesidad) Suponga ahora que f : X — Y es (i, 4,7, 1y, {0})-continua.
Entonces i,(f~*(B)) \ i,(f (i (B)) = 0, para todo B C Y. Lo que implica que
i, (f7HB)) C iu(f (i (B)). Segin esto, dado cualquier U perteneciente a p, si
B = f(U), se tiene que

U =i,(U) Sip(f(F(U)) S if (i (fU)) € f7H e (F(U)).

Ast f(U) Cip(f(U) y entonces f(U) = i,y(f(U)), que por hipdtesis implica que

f(U) pertenece a p/, en consecuencia f : X — Y es up/-abierta. .

Corolario 3.3 Para una funcion f: X — Y y cualquier ideal Z, se tiene que:
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i) si f es (u,p')-abierta, entonces f es (iy, 1,9, , 1y, T)-continua,

it) si f es (mx,my)-abierta, entonces f es (mx-Int,mx-Int,my-Int, iy,T)-

continua, siempre que my tenga la propiedad de Maki.

Demostracién:

i) Si f es (u, p')-abierta, por el Teorema , fes (iu, iy, i, iy, {0})-continua y
esto es, i, (f iy(V))) \ in(f (i (V))) = 0 para cada V C Y. Puesto que

para cualquier ideal Z, {0} € Z, se concluye que f es (i, 4,, i, iy, Z)-continua.

ii) Si f es (mx,my)-abierta y my tiene la propiedad de Maki, por el Teorema
3-6, f es (mx-Int,mx-Int, my-Int, iy, {0})-continua y esto es,
mx-Int(f~1(iy (V))) \ mx-Int(f~' (my-Int(V))) = 0 para cada V C Y. Pues-
to que para cualquier ideal Z, {0} € Z, se concluye que

f es (mx-Int, mx-Int, my-Int, iy, T)-continua. .

3.3. Algunas aplicaciones

En esta seccién se emplean los resultados obtenidos en las secciones anteriores
para obtener propiedades adicionales de las funciones pupu/-continuas, y se muestran
aplicaciones de éstas reemplazando p y u’ por topologias generalizadas o estructuras

minimales, en algunas situaciones particulares.

Observemos que si p es una topologia generalizada sobre X tal que X € p,
entonces 0, (V) € pparatodo V C X. Asi, 6,(V) =14,(0,(V)) cualquierasea V C X.

De donde se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.1 Sea p una topologia generalizada sobre X tal que X € p. Entonces, [ es

(04,1,,0,0,{0})-continua si y sélo si f es (0,,ix,0,0,{0})-continua.
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Demostracién: (Suficiencia) Sigue del Teorema , pues i, < ix.
(Necesidad) Si f es (6,,ix,0,0,{0})-continua, entonces

Luego,

En consecuencia,

0,(f7HO(V))) S iu(fHO(V)))
Lo que dice que f es (6,,1,,0,0,{0})-continua. .

Como consecuencia inmediata del lema anterior y el Teorema [3.2] se tiene el

siguiente corolario.

Corolario 3.4 Sea p una topologia generalizada sobre X tal que X € p. Entonces,
foes (0,,1,,0 A 0*,0,{0})-continua si y sélo si f es (0,,i,,0,0,{0})-continua y
(0,1,,60%,0,{0})-continua.

Demostracién: (Suficiencia) Suponga que f es (0,,4,,60 A 6*,0,{0})-continua,
entonces por el Lema , fes(0,,ix,0N0%,0,{0})-continua. Luego, por el Teorema
B2 fes (0, ix,0,0,{0})-continua y (0,,ix,0*,,{0})-continua. Nuevamente, por
el LemaB.1] f es (6,,i,,0,0,{0})-continua y (6,,7,,0%, 9, {0})-continua.
(Necesidad) Suponga que f es (6,,1,,0,0,{0})-continua y (6,,,1,,60*,0,{0})-
continua. Por el Lema .1} f es (6,,ix,6,0,{0})-continua y
(0. ix,0%,0,{0})-continua, y por el Teorema[3.2} f es (6, ix,0A0%, 0, {0})-continua.
Nuevamente, por el Lema fes (0,,1,,0 A6, 0,{0})-continua. .

Corolario 3.5 Sean i una topologia generalizada sobre X tal que X € u, y ' una
topologia generalizada sobre Y. Si f es (0,1, 1,0¢ iy, {0})-continua y

(O, i, A, iy, {0})-continua, entonces f es pp'-continua, donde A =iy V (Y \iycy).
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Demostracién: Sea f una funcién que es (0,,,1,,%,/¢,, iy, {0})-continua y

(0,07, A, iy, {0})-continua, entonces por Corolario 3.4} f es (0, iy, tc A (iy V (Y'\
iwCw)), iy, {0})-continua de donde se obtiene que f es (0,,i,,iucy N iy,iy,{0})-
continua. Puesto que iy < 6, del Teorema , fes (Ouip,iwey A0y, iy, {0})-
continua. Nuevamente, por el Corolario fes (0,,1,,0,,iy,{0})-continua y del
Lema , se obtiene que f es (0,,ix,0,, iy, {0})-continua. Ahora, el Teorema

permite concluir que f es pu/-continua. .

Observacion 3.4 Observe que segin lo mostrado por Vielma y Rosas en [31, Teo-
rema 2.1], la nocion de continuidad es equivalente a la casi-continuidad mds una
condicion de expansion ([9]). El resultado anterior, no sdlo generaliza lo mostrado
por Vielma y Rosas en [31l, Teorema 2.1/, sino que también permite concluir que
todas las formas generalizadas de continuidad comentadas en la Observacion |3.1

también son equivalentes a un tipo de casi-continuidad mds un tipo de expansion.

Corolario 3.6 Sean i una topologia generalizada sobre X tal que X € u, y ' una
topologia generalizada sobre Y. Si f es (ix,i,, ¢, iy, {0})-continua y pp'-abierta,

entonces f es (ix, iy, iwcy, iy, {0})-continua.

Demostracion: Observe que por el Teorema 3.6}, u/-abierta implica i, (f~*(iy (V)))
Ciy(f (i (V). Segtn esto, y siendo f (ix, iy, ¢y, iy, {0})-continua, el Teorema

, permite concluir que f es (ix, 4y, 9,¢y, iy, {0})-continua. .

El siguiente resultado, similar al Teorema ?7?, proporciona una forma de des-

composicién ([9]) para las funciones pu'-abiertas.

Teorema 3.7 Sean f : X — Y wuna funcion, B, B* operaciones mutuamente dua-
les sobre X y 60, 6 operaciones mutuamente duales sobre Y. Si f es una fun-
cion ' -abierta, entonces f es (iy, B3,0,iy,I)-continua, (i, B3,0%, iy, T)-continua,

(ty, B*, 0,0y, L)-continua, (i,, B*, 0", iy, T)-continua, cualquiera sea el ideal .
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Demostracién:

Siendo f una funcién pu'-abierta, por el Teorema , fes (G iy, iy, iy, {0})-
continua. Como i, es monétono, i, < iy, por Teorema (), fes (i, iy, iy, iy, {0})-
continua. Como %, < ix, por Teorema (iii), f es (iu,ix,%y,iy,{0})-continua.
Por hipétesis, f es (iu,ix,0 A 0%, iy, {0})-continua, y por Teorema (i), f es
(iy,ix, 0,1y, {0})-continua y (i,,ix, 0%, iy, {0})-continua. Por hipétesis, f es (i, 6 A
3%, 0., iy, {0} )-continua y (i,, BAS*, 0%, iy, {0})-continua. Asi, por Teorema 3.2 (ii), f
es (iy, 5,0, 1y, {0})-continua, (i,, 5,6, iy, {0})-continua, (i,, 3, 0%, iy, {0})-continua
y (i, 5%, 60%, iy, {0})-continua. Puesto que para cualquier ideal Z, {0} € Z, se con-
cluye que f es (i, 3,0,iy,I)-continua, (i,,3*,6,iy,ZT)-continua, (i,,[,0%, iy,I)-

continua y (i,, 8%, 6%, iy, T)-continua. .
Como inmediata aplicacion del teorema anterior, tenemos.

Corolario 3.7 Si f : X — Y es (mx,my)-abierta y myx tiene la propiedad de
Maki, entonces f es (mx-Int,[3,0,iy,T)-continua, (mx-Int,,0% iy, T)-continua
(mx-Int, *,0,iy,T)-continua y (mx-Int, B*,0* iy, T)-continua; cualesquiera sea el

ideal Z, B, B* mutuamente duales y 0, 0* mutuamente duales.

Demostracién: Suponga que f es (mx,my)-abierta, como my tiene la propiedad
de Maki, 3, 8* son mutuamente duales y 6, 6* son mutuamente duales, por el Teo-
rema , se concluye que f es (mx-Int, 3,0,iy,T)-continua, (mx-Int, 3,0% iy, T)-
continua, (mx-Int, 8*,0,iy,T)-continua y (mx-Int, *, 0%, iy, T)-continua; cualquie-

ra sea el ideal 7. "

La siguiente nocion, extiende a un ambito mas amplio las nociones de espacio

a-T; dada en [16], y de espacio 6-T}, dada Definicién 6 de [31].

Definicién 3.4 Sean p una coleccion de subconjuntos de X y 6 : 25X — 2% una
operacion. Se dice que X es pu-T7 relativo a 0, si para cada par de elementos x,y € X,
x # vy, existen conjuntos V' y W pertenecientes a p tales que x € V., y & 0(V) y
yeW and x ¢ O(W).
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Teorema 3.8 Sean p una topologia generalizada sobre X, i/ C 2Y wuna coleccién
arbitraria, y o : 25X — 2% 0.0 : 2¥ — 2V operaciones tales que ix < o y iy < 0.
Sif: X =Y es (aiy,0,0,{0})-continua y Y es p'-T) relativo a 0, el conjunto
{r € X : f(x) # y} pertenece a p cualquiera sea y € Y.

Demostracién: Seany € Yy A={z € X : f(z) # y}. Sixz € A, existen conjuntos
V' y W pertenecientes a p/, tales que f(x) € V y y ¢ (V). Segin la hipétesis, sigue
que

a(f7HO(V) Siu(fHO(V)) € F7HOV)).

Asi, existe un conjunto U = i,,(f~1(0(V))) tal que
a(f~Ha(V)) C U C fHO(V)).

Por lo cual f(U) C §(V). Ahora, si z € U N A° entonces f(z) € 0(V) y f(z) =y ¢

O(V). Lo cual es imposible, asi U C A. Ademds, como

v € fHV)C W) CalfH(0(V) €T,

se tiene que © € U C A, y en consecuencia A = {x € X : f(x) # y} pertenece a . m

Consecuencias inmediatas de los Teoremas [3.8y [3.5] son los siguientes corola-
rios los cuales generalizan propiedades conocidas de las funciones continuas clasicas,

entre otras.

Corolario 3.8 Sean p una topologia generalizada sobre X tal que X € p, p/ C 2Y
una coleccion arbitraria. Si f : X =Y es pp'-continua y Y es (/-1 relativo a 0,,,

entonces {x € X : f(x) # y} pertenece a pu cualquiera sea y €Y.

Demostracién: Como X € uy f es puu/-continua, el Teorema [3.5] implica que f

es (ix,4u, 0,1y, {0})-continua. Por hipétesis u es una topologia generalizada y YV

66



es /-1y relativo a 6,, considerando o = ix, O = iy, el Teorema [3.8] nos permite
[TE) X Y, p

concluir que el conjunto {x € X : f(x) # y} pertenece a p cualquieraseay €Y. =

Corolario 3.9 Sean p una topologia generalizada sobre X tal que X € p, i/ C 2Y
una coleccion arbitraria. Si f : X — Y es uu'-continua e inyectiva y Y es pu'-T;

relativo a 0,,, entonces X es p-Ty relativo a 0,,.

Demostracion: Sean zi,xo, € X tales que x7; # x9, dado que f es inyectiva,
entonces y; = f(x1) # f(r2) = yo. Como p una topologia generalizada sobre X tal
que X € p, fes py'-continua y Y es pi/-T; relativo a 6,4, el Corolario , nos permite
concluir que los conjuntos V. ={x € X : f(x) Zp}ty W ={zx € X : f(z) # y2}
pertenecen a p. Observe que 21 € W,z ¢ 0,(W) yy 22 € V, 21 ¢ 6,(V), lo cual

implica que X es p-T; relativo a 0,. n

Observacion 3.5 Siendo que cada GTy es GTy ([19]), y como p'-T relativo a 0, es
justamente GT, del Corolario[3.§ sigue que GTy es equivalente a que A = {(z,z) :
x € X} es g-cerrado ([19, Teorema 3.6]), usando el hecho que la funcion identidad

es pp-continua. De manera similar se obtiene el ([0, Teorema 4.7]).

Similarmente a la Definicién [3.4] tenemos la siguiente nocién la cual genera-
liza, entre otras, a las nociones de a-compacidad y y-compacidad, dadas en [16] y

[10], respectivamente.

Definicién 3.5 Sean p una coleccion de subconjuntos de X, 6 : 2% — 2% una
operacion. Un subconjunto K C X se dice p-fuertemente compacto respecto a 80, si

todo cubrimiento de K por miembros de u, contiene una subcoleccion finita F tal

que {6(F) : F € F} cubre a K.

Teorema 3.9 Sean p una topologia generalizada sobre X, i/ C 2¥ una coleccion
arbitraria y o : 2% — 2X,0.0 : 2¥ — 2Y operaciones tales que ix < a yiy < 0.
Si f: X =Y es(a,iy0,0,{0})-continua y K C X es p-fuertemente compacto

respecto a 0,,, entonces f(K) es p'-fuertemente compacto respecto a 6.
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Demostracién: Sea V un cubrimiento de f(K') por subconjuntos de Y pertene-
cientes a /. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que V es tal que, para
cadaV eV, VN f(K) # (). Segin esto, para cada k € K, existe V, € Vy f(k) € V4.

Siendo f (av, i, 0,0, {0})-continua, se tiene que

a(fHOVk)) S iu(f7H(OVR)) C F7H(OVR):

Asi, para cada k € K, existe un conjunto Wy = i,,(f~1(6Vy)) que pertenece a p tal
que

a(f7HOVR)) € Wi C© f7H(0VR).

Ademas, como (V) C f~1(0Vk) C a(f1(0V%)) para cada k € K, resulta que la
coleccién {Wj, : k € K} es un cubrimiento de K por miembros de u. Luego, existe

ki, ky tal que K C | J;_; Wy,. Porlo cual, f(K) C J._, f(Wj,) y en consecuencia

n

FE) < [ Jova),

=1

lo que nos dice que f(K) es p/-fuertemente compacto respecto a 6. .

Corolario 3.10 Sean p una topologia generalizada sobre X tal que X € p, p' C 2Y
una coleccion arbitraria. Si f : X =Y es uy'-continua y K C X es u-fuertemente

compacto respecto a 8,, entonces f(K) es p'-fuertemente compacto respecto 0.

Demostracién: Como X € py f es pup/-continua, por Teorema [3.5] f es
(ix,iu, 0,0y, {0})-continua. Dado que p es una topologia generalizada y K es -
fuertemente compacto respecto a 6, considerando a = ix, d = iy, el Teorema ,

nos permite concluir que f(K) es y/-fuertemente compacto respecto 6,,. .

Observacién 3.6 Del corolario anterior se obtienen [28, Proposicion 4.2] y [28,

Teorema 4.3], como casos particulares. Ademds, se observa que [28, Proposicion

68



4.2], es wvdlido sin necesidad de tener una topologia generalizada en el codominio.

Sigue también del corolario anterior [2, Teorema 5.2] y [30, Teoremas 4.11 y 4.12].
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Conclusiones

Como se not6 en los capitulos vistos, en este trabajo se realizé un estudio
detallado, principalmente, de algunas formas de continuidad y funciones abiertas.
Utilizando la nocién de operador asociado y una variante generalizada de la nocion
de conjunto ~y-abierto dada por Csészar, se estudiaron nociones de conjuntos que
generalizan muchas de las existentes en la topologia clasica, asi como también no-
ciones de continuidad y funciones abiertas que enmarcan muchas de las situaciones
existentes en la literatura.

En el capitulo 3, considerando las nociones de operaciones e ideal, y u, p’ co-
lecciones cualesquiera de subconjuntos de un conjunto X no vacio, se introdujeron y
estudiaron formas abstractas de continuidad y funciones abiertas, las cuales se pre-
sentaron en un marco conceptual que engloba todas las situaciones de los capitulos
anteriores, y muchas otras existentes en la literatura que no se mencionan en este
trabajo.

Cabe destacar que en los resultados obtenidos, para definiciones particulares
de un operador, de una operacién o de una coleccién p de subconjuntos de un
conjunto X no vacio, se obtienen muchas de las nociones y conceptos topoldgicos de

la topologia clasica.
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